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CAPITULO 1

EL MODELO MATEMATICO

EJjerciciO 1.1 (Problema de los 3 jugadores). Tres jugadores —P,Q y R— juegan
partidas por parejas, comenzando P contra Q). Quien gane una partida juega con el
otro jugador, hasta que uno de los jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando
entonces el juego. Describa el espacio muestral de este juego.

Solucién

Para cada partida, podemos denotar por P, () y R al evento consistente en que la
partida es ganada por P,Q y R, respectivamente. De esta forma, cada posible resul-
tado del juego puede representarse mediante una secuencia finita de letras, tomadas
del conjunto {P,Q, R}, que comienza con P o con () y que termina con la primera
ocurrencia de dos letras iguales consecutivas. Por lo tanto, se puede escribir:

Q= {(P,P),(P,R,Q,P,P),(P,R,Q,P,R,Q,P,P),...}

U{(Q,R,P,P),(Q,R,P,Q,R,P,P),...}

U{(@,@),(Q R, P,Q,Q),(Q, R, P,Q, R, P,Q,Q),...}
U{(P,R,Q,Q),(P,R,Q,PR,Q,Q),. ..}
U{(P,R,R,),(P,R,Q,P,R,R),...}
U{(Q,R,R,),(Q,R,P,Q,R,R),...}

EJjErCICIO 1.2. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar 3 niumeros —a, b
y c— en el intervalo [0, 1], para formar la ecuacién az®+bx +c = 0. Sea A el evento
‘las dos raices de la ecuacion son reales y distintas’. Represente como un conjunto €2
al espacio muestral de este experimento y al evento A como un subconjunto de €2.
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Solucién

Q={(a,0,c) ER*:0<a<1,0<b<1,0<c< 1}
A={(a,b,c) € Q:b*—4dac > 0}

EJjeErcicio 1.3. Dos personas, P y @Q, juegan un juego de azar, el cual consiste en
i lanzando un par de dados por turnos, comenzando por P, de tal manera que, si P
obtiene una suma tgual a 7, se acaba el juego, ganando P, mientras que, si () obtiene
una suma igual a 6, se acaba el juego, ganando Q. Sea A el evento ‘el jugador P
gana el juego’. Represente como un conjunto §2 al espacio muestral de este juego y al
evento A como un subconjunto de €.

Solucién

Para cada lanzamiento de P (resp. Q) podemos denotar por P al evento consistente
en que P (resp. Q) gana en ese lanzamiento y por P al evento consistente en que
P (resp. Q) no gana en ese lanzamiento. De esta forma, cada posible resultado del
juego puede representarse mediante una secuencia finita de letras, que comienza con
P o con P, que termina con la primera ocurrencia de P o @, y en la cual P (con
barra o sin barra) y @ (con barra o sin barra) se van alternando. Por lo tanto, se
puede escribir:

EJErRCICIO 1.4. Sean A y B dos eventos y sean E y F' los eventos ‘ocurre exactamente
uno de los dos eventos A y B’ y ‘ocurre a lo mds uno de los dos eventos A y B’,
respectivamente. Fxprese los eventos E y F' en términos de A y B.

Solucién
E=(ANB)U(BNA)=AUB-ANB

F=(A“NB)U(ANB)U(BNA°) =(ANB)*

EJjercicio 1.5. Un trabajador produce n partes de un articulo. Sea A; el evento ‘la i-
ésima parte estd defectuosa’. Fxprese en términos de los A; cada uno de los siguientes
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eventos: a) ninguna de las n partes estd defectuosa, b) al menos una de las n partes
estd defectuosa, c) exactamente una de las n partes esta defectuosa.

Solucién

a. (ioy A7
b. UL, 4

e Uiy [4i0 (N 45) |






CAPITULO 2

LAS REGLAS BASICAS

EJErcIcIO 2.1. Un experimento aleatorio admite unicamente dos posibles resultados,
uno de ellos ocurre con probabilidad p y el otro con probabilidad p*. Encuentre el
valor de p.

Solucion

p+p*=1, asi que p = #5 = 0.618, ya que p debe ser no negativo.

EJERCICIO 2.2. Sean A y B dos eventos tales que P(B) = 0.6 y P(AN B) = 0.2.
Encuentre P(AU B°).

Solucion

AU B°®= (AN B) U B°, asi que:

P(AUB°)=P(ANB)+P(B°)=02+04=0.6

Otro método:

P(AUB°®) = P(A)+ P(B°) — P(ANB°) = P(A)+ P(B°) — P(A— AN B)
=P(A)+ P(B°)— P(A)+ P(ANnB)=P(B°)+ P(ANB)=04+4+02=0.6
Ejercicio 2.3. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio y su-
pongamos que la probabilidad de que A ocurra es %, la probabilidad de que B ocurra
es % y la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos eventos A y B es g.
Encuentre la probabilidad de que ocurra A pero no B.

Solucién

Se tiene:
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P(AUB)—P(ANB) =2
P(AUB)+ P(ANB)=P(A)+ P(B) = 7

8

Por lo tanto, P(AN B) = ¢ y entonces P(A) — P(ANB) = 1.

EJERrRCICIO 2.4. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio y su-
pongamos que la probabilidad de que A ocurra es g, la probabilidad de que B ocurra
es % y la probabilidad de que ocurra A pero no B es % Encuentre la probabilidad de
que a) ocurra al menos uno de los dos eventos A y B y b) ocurra exactamente uno
de los dos eventos A y B.

Solucién

EJERCICIO 2.5. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio. Su-
pongamos que P(A) =+, P(B) = 3 y P(AN B) = . Encuentre a) P(AUB), b)
P(A°U B°) yc¢) P(A°N B).

Solucién

a. P(AUB) = P(4) + P(B) ~ PIANB) =} + 1 -} =

b. P(A°UB°)=1-PANB)=1—-1% =13

L_ 1 5
2 127 12

c. P(A°’NB)=P(B)— P(ANB) =
EJERCICIO 2.6. La union de dos eventos A y B se puede expresar como la union de
dos eventos mutuamente excluyentes, a saber, A y B — AN B. Ezprese la union de
tres eventos A, B y C' como union de eventos mutuamente excluyentes y utilice esta
representacion para demostrar la siguiente férmula:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
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Solucién

Se tiene:

AUBUC=(A-ANB)U(B-BNC)U(C-—ANCYU(ANBNC)

Asf que:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

EJERrRCICIO 2.7. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento aleatorio.

Supongamos que P(A) = %, P(B) =1, PC) = i, P(ANB) = %7 P(ANC) = %;

27
P(BNC) =< y P(ANBNC) = 4. Encuentre la probabilidad de que no ocurra A,
ni B, ni C.

Solucioén

P(A*NB°NC*)=1—-P(AUBUC)
=1-—[P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC)P(ANBNC)]

EJjercicio 2.8 (Regla de la suma para n eventos). Demuestre que si Ay, ... A,
son n eventos cualesquiera, entonces:

-----

Solucién

La demostracién se hard por induccién sobre el nimero de eventos n. Para n = 2
va se tiene el resultado. Supongamos ahora que la propiedad es védlida para el caso
de cualesquiera m — 1 eventos y sean Aj,...A,, m eventos cualesquiera. Se tiene
entonces:

P(UL Ag) = P(UZS Ag) + P(An) — P(An N {UIS Ar))
= P(Up'Ar) + P(A,) — P(UP Ap N Ay)

m—1
=2k P(A) = Z{i,je{l,...m—1}7i7&j} P(4; N Ay)
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T ket me1} i gpkizky (A VA N AR) —

+(=1)"P(Ay N Ay...N Ay )+ P(An) — S0 P(ALN A,)

+ Z{i,je{l,...mfl},i;ﬁj} P((Ai N Am) A (Aj N Am))

- Z{i,j,ke{l,...mfl},i;éj,j;ék,i;ék} P<<Ai N Am) N (Aj N Am) N (Ak N Am))

+... = (1)"P((AiNAn) N (AN Ay) ... N (An_1NAL))

= Z;gnﬂ P<Ak) - Z{i,je{l,...m},z‘yéj} P(Ai N Aj)

D tigkelt, myitigrkizky DA N A N AR — o+ ()™M PAN...NA,)
Por lo tanto, la propiedad es vilida para m eventos cualesquiera.

Asi que, por el principio de induccién matemética, la propiedad es valida para cual-
quier n € N.

EJERrRCICIO 2.9. Sean A y B eventos con probabilidad positiva tales que A C B.
Demuestre que a) P(A|B) = 24 4 b) P(B|A) = 1.

P(B)
Solucién
a. P(A|B) = %55 = 25
b. P(BJA) = 2552 = 24 =1

EJERCICIO 2.10. Sean A y B eventos de probabilidad positiva tales que P(A | B) <
P(A), demuestre que P(B | A) < P(B).

Solucién

P(B | 4) = S5t < P(B)

EJERCICIO 2.11. Sean A y B eventos con probabilidad positiva tales que P(A) =
P(B), demuestre que P(A|B) = P(B|A).

Solucioén

_ P(AnB) _ P(ANnB) __
P(A|B) = F140B) _ PUNE) _ py(p) 4
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EJERrcICIO 2.12. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la probabilidad de
obtener el niimero k es igual a ck, en donde ¢ es una constante y k € {1,2,3,4,5,6}.
Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado. Dado que al lanzar el dado
se obtiene un numero par, ;cudl es la probabilidad de que se obtenga el nimero 2%

Solucién

Definamos los eventos:
A: Se obtiene un mimero par.
B: Se obtiene el nimero 2.

Entonces:

__ P(AnB) _ P(B) __ 2¢ 1
P(B|A)= P(A) — P(A) ~ 2cfdct6c 6

EJjerRCICIO 2.13. En una ciudad se publican los periddicos A, B y C. Una encuesta
reciente muestra que 20% de los habitantes adultos de la ciudad lee A, 16% lee B,
14% lee C, 8% lee Ay B, 5% lee Ay C,4% lee By C y 2% lee A, By C. Si se elige
un adulto al azar, calcule la probabilidad de que a) no lea ninguno de los periédicos,
b) lea exactamente uno de los periddicos y c) lea al menos A y B sabiendo que lee al
menos uno de los 3 periddicos.

Solucién

a. P(AUBUC)=1—-P(AUBUC(C)
=1—-P(A)—P(B)—-P(C)+P(ANB)+ P(ANC)+P(BNC)—P(ANBNC)
=1-0.2-0.16 —0.14 + 0.08 + 0.05 + 0.04 — 0.02 = 0.65

b. P[(AUBUC)N(BUC)) + P[(AUBUC)N (AUC))]

+P[(AUBUC)N (AU B)9)]
=3P(AUBUC)—-P(BUC)—P(AUC)—-P(AUB)

=3P(AUBUC)—-2P(A) —2P(B) —2P(C)+ P(BNC)+ P(ANC)+ P(ANB)
=3(0.35) — 2(0.2) — 2(0.16) — 2(0.14) + 0.04 + 0.05 + 0.08 = 0.22

c. PLANB| AUBUC) = 5iiip0k = 558 = & = 0.228571
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EJERrRCICIO 2.14. Dada una poblacion formada exclusivamente por hermanos gemelos,
consideremos el experimento aleatorio consistente en seleccionar primero una pareja
de hermanos gemelos al azar y después, también al azar, uno de los hermanos de esa
pareja. Supongamos que la probabilidad de que los hermanos gemelos seleccionados
sean del mismo sexo es igual a 0.7 y que la probabilidad de que la persona seleccionada
en la sequnda parte del experimento sea de sero masculino es igual a 0.4. Sabiendo
que la persona seleccionada en la sequnda parte del experimento es de sexo masculino,
scudl es la probabilidad de que su hermano también lo sea?

Sugerencia: Represente ) como Q@ = {(MM)M,(FF)F,(MF)M,(MF)F} y en-
cuentre la probabilidad de cada uno de sus elementos.

Solucién

Se sabe:

PH{(MM)M,(MF)M})=0.4
PH{(MM)M,(FF)F})=0.7

P{(MF)M}) = P({(MF)F})

Asi que:

P{(MF)M}) = P({(MF)F}) = 0.15
P{(MM)M})=10.25

P{(FF)F})=0.35

Definamos los eventos:

A: El hermano gemelo seleccionado es de sexo masculino.
B: El hermano del gemelo seleccionado es de sexo masculino.
Entonces:

A={(MM)M,(MF)M}

B={(MM)M,(MF)F}

Al
P(B|A) =250 =2 =2 =062

Otro método:
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Definamos el evento:
C": Los dos hermanos gemelos tienen el mismo sexo.
Entonces:
P(ANB)=P(ANC)=P(A)— P(ANC")
= P(A)— P(A| C°)P(C°) =0.4—(0.5)(0.3) =0.25

P(B|A) =507 =2 =5 = 0625

EJercicio 2.15 (Regla del producto). Demuestre que si Aq,... A, son n eventos
cualesquiera, entonces:

Solucién

La demostracién se hard por induccién sobre el nimero de eventos n. Para n = 2
ya se tiene el resultado. Supongamos ahora que la propiedad es véalida para el caso
de cualesquiera n — 1 eventos y sean Ay, A... A, n eventos cualesquiera. Se tiene
entonces:

P(Np_ Ay) = P (MZ1AyNA,) = P (A, | MiZ1A) P (NpZ1 Ak)
=P (A, | P21 A) P(Apa|Ai 0o oN Ay - P(As| Ay) P(A)
- P (An | Al n...N Anfl) P(Anfl‘Al Nn...N Aan) e P(AQlAl)P(Al)

EJERCICIO 2.16. Consideremos una urna que contiene v bolas rojas y b bolas blancas
y un experimento aleatorio que consiste en dos partes, en la primera se selecciona al
azar una bola de la urna y se deja fuera de ésta, en la sequnda se selecciona al azar
una de las bolas restantes. Denotemos por Ry, ..., R, a las bolas rojas. El hecho de
que la sequnda eleccion sea al azar se traduce inmediatamente, por ejemplo, en que
la probabilidad de obtener en la seqgunda eleccion la bola R; dado que en la primera se
obtiene la bola R; es igual a r+ll>71 para cualquier i,j € {1,...,1r} coni # j; por la
propiedad de la aditividad finita se sigue entonces que la probabilidad de obtener en la
sequnda eleccion una bola roja, dado que en la primera se obtiene la bola R;, es igual
a Tl;il para cualquier j € {1,...,r}. Nos gustaria entonces poder decir simplemente
que la probabilidad de que la sequnda bola seleccionada sea roja dado que la primera

también lo es estd dada también por T_’;gil. Esto es correcto, pero requiere de un
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pequeno razonamiento que demuestre su validez. Demuestre el siguiente resultado
general y utilicelo para fundamentar esta conclusion.

Sean Aq,..., A, n eventos mutuamente excluyentes de probabilidad positiva y B un
evento tal que P(B | A;) =---= P(B | A,) = ¢, entonces P(B| A U---UA,) =c.
Solucién

__ P[BN(A1U--UA,)] _ P(BNAj)+-+P(BNAy)
P(B[ AU UAn) = 5040040 = PN T PlA

P(A)+-P(An)

_ P(B|A1)P(A1)++P(B|An)P(An)
P(A

(A1) ++P(Ay) =¢

=c
Sea entonces, para j € {1,2,...,r}:
B: La segunda bola seleccionada es roja.

A: La primera bola seleccionada es roja.

A;: La primera bola seleccionada es R;.

Entonces:
P(B|A)=-=PB|A) =75
Asi que:

P(B|A)=PB|AU---UA,)=-"1

T or4b—1

EJjercicio 2.17. Las letras A,A,A,C,E, L M,M,T,T se colocan al azar, una después
de la otra. ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga la palabra MATEMATICA?

Solucién

111211232 _ 1 _ -6
2345678910 ~ 151200 661376 x 10

EJERCICIO 2.18. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se escogen al

azar b zapatos, jcudl es la probabilidad de que la muestra contenga eractamente uno
de los pares originales?

Solucion

Definamos los eventos:
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A;: El i-ésimo zapato seleccionado no forma par con alguno de los anteriores.
C: La muestra contiene exactamente uno de los pares originales.
Entonces:
P(C)=P(ASNA3N AN A;) + P(AsNASN AgN A5)
+P(A2NA3sNATNAs) + P(Aa N Az N Ay N AS)
— P(As | A3 N Ay 1 A P(Ag | A5 N A)P(A; | AS)P(A5)
+P(As | AoNASN Ay)P(Ay | Ao N AS)P(AS | Ag)P(A2)
+P(As | AonAsN A P(AS | Ao N A3)P(As | A2)P(As)
+P(AS | Ao As N Ay)P(Ay | AN A3)P(As | A2)P(Ag)

_ 14161 , 1416218 | 1431618 |, 4141618 _ 140
_1119+16171819+16171819+ -

—

Otro método:

P(C) = 10((230))23 = %

EJERCICIO 2.19. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se escogen al
azar 3 zapatos, scudl es la probabilidad de que se obtengan 2 que formen un par?

Solucién

Definamos los eventos:
A: El segundo zapato seleccionado forma par con el primero.
B: El tercer zapato seleccionado forma par con alguno de los dos anteriores.

C: En la muestra hay 2 zapatos que forman un par.

Método 1:
P(C) = 1- P(C%) = 1 - P(A°N BY) = 1 — P(B* | A)P(A9) = 1 - 1015 _ &
Método 2:
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Método 3:

PC) = =%

Método 4:

_ 3

19

P(C) = P(A)+P(B) = P(A)+P(BNA®) = P(A)+P(B | A°)P(A°) = £+2

Bl5

EJERCICIO 2.20. De una caja que contiene n pares (distintos) de zapatos se seleccio-
nan al azar 2r zapatos con 2r < n. FEncuentre la probabilidad de que con los zapatos
seleccionados a) no se forme algin par y b) se forme exactamente un par.

Solucién

Definamos:
A;: El i-ésimo zapato que se elige no forma par con alguno de los anteriores.
a. P(AgﬂmAQT) :P(AQ)P<A3 ‘ AQ)P(AQT | AQﬂ"‘ﬂAQT,D

(2)
(=)
b. P(ASN A3 NN Agy) + P(As MAS O - N Agy) + -+ P(Ay N Ay N -1 AS,)

2n—22n—4  2n—2(2r—1) _ 92r n!/(n—2r)! 92r
2n—1 2n—2 2n—(2r—1) (2n)!/(2n—2r)!

1 2n—22n—4  _ 2n—2(2r—2) + 2n—2 2 2n—4 2n—2(2r—2) 4.
2n—12n—2 2n—3 2n—(2r—1) 2n—12n—2 2n—3 2n—(2r—1)

2n—2 2n—4 2n—2(2r—2)  2r—1
J’_ — — — — = —
2n—12n—2 2n—(2r—2) 2n—(2r—1)

_ 2n—22n—4 2n—2(2r—2) 1
~ 2n—12n—2 " 2n—(2r—2) 2n—(2r—1) [T+ +(2r —1)]

= r(2r — 1)22 1 nl/(n=2r+1)! _ nr(2r — 1)22-1 (=D (n=2r+1)! _ o202 (2h)

(2n)!/(2n—27)! (2n)!/(2n—2r)! (2")

2r
EJERCICIO 2.21. En un pueblo de n+1 habitantes, una persona le rumorea algo a una
sequnda persona, quien a su vez lo repite a una tercera, etc. En cada caso, la persona
escoge al receptor del rumor, al azar, de entre las otras n personas del pueblo. Si el
rumor se transmite r veces (r < n), encuentre la probabilidad de que a) no regrese a
la que lo originé y b) que no pase dos veces por la misma persona.

Solucioén

a. Para k € {1,...,r}, sea:
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Ay La k-ésima persona transmite el rumor a una persona distinta a la que lo originé.
Entonces:
P(Mf_1Ag) = P(A A1 0o 0V A y) - P(Ao Ay P(Ay) = (22)"
b. Para k € {1,...,r}, sea:
By: La k-ésima persona transmite el rumor a una persona por la que no ha pasado.

Entonces:

P(ﬁzlek) — P(Br‘Bl ﬂ . e ﬁ BTfl) ttt P(BQ’Bl)P(Bl)

_ n=(r=1) n=(r=2) n—1 _ (n) !

n n n r) n”

EJERCICIO 2.22. En un concurso se colocan tres puertas y detrds de ellas se colocan
tres premios, uno de los cuales es un autémouvil y los otros dos son pequenos regalos
de consolacion. Los premios se colocan de tal manera que la probabilidad de que
el automouwil se coloque detrds de la puerta nimero 1 es igual a q mientras que la
probabilidad de que se coloque detras de la puerta nimero 2 es igual a %. A cada
concursante se le asigna inicialmente la puerta nimero 1, pero otra persona, que
puede ver como estdn colocados los premios, abre alguna de las puertas 2 y 3 en donde
no se encuentre el autémouil, de tal manera que, si no se encuentre en ninguna de
ellas, abre la nimero 2 con probabilidad p y la nimero 3 con probabilidad 1 — p. El
concursante, quien conoce los valores de p y q, tiene entonces la opcion de escoger
cualquiera de las dos puertas que se encuentren cerradas. ;Cudl es la mejor estrategia
del concursante para tratar de consequir el automdouvil?

Solucién

El espacio muestral del experimento aleatorio estd dado por:

0 ={(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}

donde, en cada pareja de nimeros, el primero indica la puerta detras de la cual se
coloca el autéomovil y el segundo indica la puerta abierta que se muestra al concur-
sante.

Se tiene:
P[(1,2)] = qp
PI(L3)] =g~ p)
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P[(2,3)] = 5*

2

(=}

P[(3,2)] = %

2
Definamos los eventos:
A: El automévil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.
B: La puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.
C': La puerta abierta que se muestra al concursante es la niimero 3.

El primer anélisis que se puede hacer consiste en decir que como P(A) = ¢, entonces,
antes de que se muestre al concursante la puerta que se abre, si ¢ < %, la mejor
estrategia consiste en cambiar de puerta, teniendo asi una probabilidad de ganar el
automévil igual a 1 — ¢ > %, mientras que si g > %, la mejor estrategia consiste en
elegir la puerta niimero 1, teniendo asf una probabilidad de ganar el automévil igual
a ¢. Sin embargo conviene hacer un anélisis mds detallado pues pudiera ser que la

ocurrencia de B o de C' incremente o decremente la probabilidad de A.

Se tiene:

__ P(AnB) __ - 2
P(A|B) = P(B) qpfz{%q - 2qp£}107q

La funcién f(p) = 5—=2— definida en el intervalo [0, 1], es creciente, de manera que

2qp+1—-¢q’
su valor minimo es f(0) = 0, mientras que su valor méximo es f(1) = 2%; ademds
q+1’

1—q\ _ 1 . 1—q . . .
f(W) = 5. Por lo tanto, si B ocurre y p > ETR la mejor estrategia consiste en
. L . . 1—q . .
elegir la puerta nimero 1, mientras que si B ocurre y p < ST la mejor estrategia
consiste en cambiar de puerta. Evidentemente la conclusion en caso de que C' ocurra
se obtiene de la anterior cambiando p por 1 — p. En otras palabras, si C' ocurre y
-1 . . . . . . .
p < 3‘12—(1, la mejor estrategia consiste en elegir la puerta nimero 1, mientras que si C'

-1 . . . .
ocurre y p > 3‘12—q, la mejor estrategia consiste en cambiar de puerta.

EJERCICIO 2.23. Sean A y B dos eventos independientes tales que la probabilidad de
que ocurran simultdneamente es de % y la probabilidad de que ninguno ocurra es de
5. Encuentre P(A) y P(B).

Solucién

Se sabe P(AN B) = y P((AU B)") = 3, de manera que:

P(A)+ P(B)=P(AUB)+ P(ANB) =2
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P(A)P(B)=P(ANB)=¢
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene P(A) =

P(A)=1y P(B)=1.

EJERCICIO 2.24. Sean A y B dos eventos independientes y supongamos que P(A) =
y P(AU B) = 5. Encuentre P(B).

N [=

Solucién

Por la regla de la suma, se tiene 5 = £ + P(B) — 1P(B), asi que P(B) = 2.

EJERCICIO 2.25. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio. Su-
pongamos que P(A) = 0.4, P(AUB) = 0.7 ysea p = P(B). a) ;Para que
valor de p son A y B mutuamente excluyentes? b) ;Para que valor de p son A y B
independientes?

Solucion

a) Ay B son mutuamente excluyentes si y sélo si:
0.7=P(AUB)=P(A)+P(B)=04+p

Asi que, p=0.3.

b) Ay B son independientes si y sélo si:

0.7-04—p=P(AUB)—- P(A)+ P(B)=P(ANB)

= P(A)P(B) =0.4p

Asi que, p = 0.5.

EJERCICIO 2.26. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de dados, uno
blanco y uno azul. Sea A el evento ‘se obtiene 1 o 2 con el dado blanco’ y sea B el

evento ‘la suma de los nimeros que se obtienen es igual a 7°. ;Son A y B eventos
independientes? Justifique su respuesta.

Solucion
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P(AN B) = P(A)P(B), por lo tanto, A y B son independientes.

EJERCICIO 2.27. Muestre con un ejemplo que es posible tener 3 eventos A, B y C
tales que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero de tal manera que estos eventos no
sean independientes.

Solucién

Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 4 veces una moneda
en forma consecutiva, observando el resultado que se obtiene en cada lanzamiento,
pudiendo éste ser A o S. Definamos entonces los siguientes eventos:

A=1{(S,S,5,5),(S,5,A,A),(S,A,S,S),(S,A,S, A),

(A, S, AA), (A A S A), (A, S A,S), (A, S, S,S)}

B ={(S,5,5,5),(S,5,A4,A),(S,5,5,A), (S, A, A, A),

(A A A A), (A A AS), (A A S, S), (A, S, S,S)}

C': Se obtiene S en el primer lanzamiento.

Se tiene P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), pero P(AN B) # P(A)P(B).
Otro ejemplo:

Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 4 veces una moneda
en forma consecutiva, observando el resultado que se obtiene en cada lanzamiento,
pudiendo éste ser A o S. Definamos entonces los siguientes eventos:

A={(5,5,5,9),(S,5,A,A), (S, ASS), (4SS, A,
(A,8,4,8),(A, S, A, A), (A, A, S A),(AS,S,S)}
B=1{(S,5,5,89),(S, 8, A, A),(S,S, 8, A),(S, A A A,
(A, A, A, A), (A, A A S), (A AS,S), (4SS, S)}

C": Se obtiene S en el primer lanzamiento.

Se tiene P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), pero P(ANB) # P(A)P(B), P(ANC) #
P(A)P(C).

EJERCICIO 2.28. Se tienen dos dados, uno rojo y uno azul. Un experimento aleatorio
consiste en lanzar el par de dados dos veces consecutivas. Encuentre la probabilidad
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de que se obtenga exactamente el mismo resultado en los dos lanzamientos, es decir,
el mismo nimero con el dado rojo y el mismo nimero con el dado azul.

Solucioén

Definamos los eventos:
A: Se obtiene el mismo resultado con el dado azul.
B: Se obtiene el mismo resultado con el dado rojo.

Entonces:

P(ANB)=P(A)P(B) =

&lo
gl

36

EJERcICIO 2.29. Calcule el nimero de lanzamientos de un par de dados que se re-
quieren para que sea mds favorable obtener por lo menos un par de seises que no
obtenerlo.!

Solucién

Definamos:

A: Se obtiene por lo menos un par de seises en n lanzamientos.
Entonces:

P(A) =1 (8)"

Ast que, P(A) > 1 siysolosin > —12 = 24605, es decir, n > 25

In 22

1
2 36

EJeErcicio 2.30. Calcule el nimero de lanzamientos de tres dados que se requieren
para que sea mas favorable obtener por lo menos una tercia de cincos que no obtenerla.

Solucién

Definamos:
A: Se obtiene por lo menos una tercia de cincos en n lanzamientos.

Entonces:

IEste problema fue resuelto en forma correcta en el ano 1654 por Blaise Pascal, siendo uno de
los primeros problemas de probabilidad relativamente complejo que se planted.
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P(A)=1-(25)"> 1, n> %% =149.4, n > 150

216 In 576

Ejercicio 2.31. Cada una de n urnas contiene N bolas numeradas de 1 a N. Se
extrae una bola al azar de cada urna. Calcule la probabilidad de que m sea el mds
grande numero extraido, donde m € {1,...,N}.

Solucién
(%) = (%"

EJERCICIO 2.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar sucesivamente una mo-
neda balanceada hasta que se obtengan dos resultados iguales en forma consecutiva.
Encuentre la probabilidad de que el experimento termine en el sexto lanzamiento.

Solucién

P(SASASS) + P(ASASAA) =2 (1) = L

32

EJercicio 2.33. Una urna contiene 2 bolas negras y 4 bolas blancas. Un experimento
aleatorio consiste en ir seleccionando al azar una bola de la urna, regresindola después
de observar su color, hasta que salgan dos bolas del mismo color en forma consecutiva.
Encuentre la probabilidad de que este proceso termine antes de la cuarta eleccion.

Solucién
P(BB) + P(NBB) + P(NN) + P(BNN)
— (2 (P + () +4(2)° =T~ 0.777TT8

6 \6 6 6

EJERCICIO 2.34. Una mdquina estd compuesta de 4 componentes que funcionan in-
dependientemente uno del otro y que estan organizados de tal manera que la mdquina
falla inicamente si los 4 componentes fallan. Supongamos que las probabilidades de
que cada componente falle son 0.1, 0.2, 0.25 y 0.3 respectivamente. ;Cudl es la pro-
babilidad de que la mdquina funcione bien?

Solucién

1 — (0.1)(0.2)(0.25)(0.3) = 0.9985
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EJERCICIO 2.35. Un componente de una cierta mdquina falla el 20% de las veces.
Con el objeto de disminuir la probabilidad de que la mdaquina falle, se instalan en
la mdquina n de dichos componentes de tal manera que la mdquina falla inicamente
cuando losn componentes fallan. Asumiendo que los n componentes funcionan de ma-
nera independiente, ;cudl es el mds pequeno valor de n que garantiza que la maquina
funcionard bien el 99% de las veces?

Solucién

P(los n componentes fallan) = (0.2)™ < 0.01, asi que n > 3.

EJERCICIO 2.36. Dos equipos A y B van a jugar una serie de juegos de beisbol. El
equipo que gane 2 de 3 juegos gana la serie. El primer juego se realizard en el estadio
del equipo A, el sequndo se hard en el estadio del equipo B y, en caso de llegar a
un tercer juego, el ultimo juego se efectuard en el estadio del equipo B. Se sabe que
cuando juega en su estadio, el equipo A tiene una probabilidad de ganarle al equipo B
tgual a 0.7, mientras que cuando se juega en el estadio del equipo B, la probabilidad
de que el equipo A le gane al equipo B es igual a 0.2. Suponiendo que los resultados
de los juegos son independientes entre si, calcule la probabilidad de que el equipo A
gane la serie.

Solucién

Definamos los eventos:

A;: El equipo A gana el juego i.

A: El equipo A gana la serie.

Entonces:

P(A) = P(A1NAy)+ P(A1NASN As) + P(AT N Ay N Aj)

= (0.7)(0.2) 4+ (0.7)(0.8)(0.2) + (0.3)(0.2)(0.2) = 0.264

EJeErcicio 2.37. En una cierta compania el esquema para aprobar una propuesta
es el siguiente: tres personas —A, B y C— analizan la propuesta y ésta es aprobada
unicamente si por lo menos dos de las tres personas dan su visto bueno. Se sabe que las
tres personas analizan cada propuesta en forma independiente y que las probabilidades

de que den su visto bueno ante una propuesta son 0.3, 0.2 y 0.1, respectivamente. a)
¢ Cudl es la probabilidad de que una determinada propuesta sea aprobada. b) Si se
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sabe que una propuesta es aprobada, scudl es la probabilidad de que ésta sea aprobada
por C?

Solucién

Definamos:

D: La propuesta es aprobada.

a) P(D) = P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

= (0.3)(0.2)(0.9) 4 (0.3)(0.8)(0.1) + (0.7)(0.2)(0.1) + (0.3)(0.2)(0.1) = 0.098
b) P(C | D) = #E3HA

P(D|C)=P(AUB)=0.3+0.2—0.06 = 0.44

P(D) = P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

= 0.006 4 0.054 + 0.024 + 0.014 = 0.098

P(C| D) = ©20D — 44 _ (1 44808

Otro método:

_ P(ABC)+P(ABC)+P(ABC) __ 0.006+0.024+0.014 __ 44 __
P(C| D)= 20 = 0.006:0.02410.014 41 — (). 44898

EJERCICIO 2.38. En una cierta compania, la toma de decisiones sigue el esquema que
se muestra a continuacion: Cualquier propuesta pasa primero por A; si la aprueba,
entonces la propuesta se pasa a B, C y D; si ya sea B o D la aprueban, la propuesta
pasa entonces a E; si ya sea E o C aprueban la propuesta entonces se pasa a F.
La propuesta es aprobada finalmente inicamente si ésta llega hasta F y a su vez F
la aprueba. Supongamos que la probabilidad de que A, C' y F aprueben cualquier
propuesta que les lleque es 0.5, mientras que la probabilidad de que B, D y E aprueben
cualquier propuesta que les llegue es 0.7. Supongamos ademds que A, B, C, D, E y
F toman sus decisiones independientemente uno del otro. a) ;Cudl es la probabilidad
de que una determinada propuesta sea aprobada? b) Si se sabe que una propuesta es
aprobada, cudl es la probabilidad de que pase por E? c) Si se sabe que una propuesta
es aprobada, ;cudl es la probabilidad de que pase por C y éste la apruebe?

Solucion

Definamos:
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D: La propuesta es aprobada.
a) P(D)=P[ANC°N(BUD)NENF|+PANCNF)
= (0.5)(0.5)(0.91)(0.7)(0.5) + (0.5)* = 0.20463

b) P[ANC°N(BUD)NENF]+P(ANCN(BUD)NF) __ (0.5)(0.5)(0.91)(0.7)(0.5)+(0.5)3(0.91)
P(D) - 0.20463
_0.19338 __
= 020465 — 0-94502
P(ANCNF) _ (0.5)%
c) D)~ = 020463 — 0.61086

EJjercICIO 2.39. Dos personas P y Q) juegan a lanzar consecutivamente una moneda
balanceada con la condicion de que cada vez que se obtenga cara, P gana un punto,
mientras que @) lo gana cuando se obtiene cruz. Cada persona apuesta una cantidad
x y convienen en que gana el juego quien obtenga primero 4 puntos. Supongamos que,
cuando el jugador P lleva ganado un punto y el jugador @) dos puntos, se les pierde
la moneda y no pueden continuar el juego. ;Como deben repartirse las apuestas en
ese momento de manera que se tome en cuenta correctamente el nimero de puntos
que lleva ganado cada uno?

Solucién

Definamos los eventos:

P,: El jugador P gana la partida n.

@,: El jugador QQ gana la partida n.

Entonces:

P(Q gana el juego) = P(Q4Q5) + P(QsP5Qs) + P(PsQ5Qs) + P(QaPsPsQ7)+
+P(PyPsQsQ7) + P(PiQsFsQr) = ¢ +2(3) +3(55) = 15

Asi que, la reparticién de las apuestas debe de ser de 11 a 5.

EJERCICIO 2.40. Sean A y B dos eventos independientes. Demuestre que también
son independientes a) A° y B¢, b) A y By c) A° y B.
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Solucién

Basta con demostrar b o ¢ pues, una vez demostrado uno de ellos, los otros dos incisos
se obtienen aplicando este resultado varias veces.

P(ANB¢) = P[A— AN B] = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)

= P(A)[1 - P(B)] = P(A)P(B)

COMPLEMENTO

P(A°NB¢)=P[(AUB)|=1—-P(AUB)=1—-P(A)— P(B)+ P(ANn B)

= 1-P(A)~P(B)+P(A)P(B) = 1-P(A)~P(B)[1 — P(A)] = [1 - P(4)|[1 - P(B)]
= P(A)P(BY)

EJERCICIO 2.41. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento aleatorio.
¢ Cudles de las siguientes aseveraciones son verdaderas?

a) P(B|A) + P(B°|A) =1

b) P(B|A)+ P(BJA°) =1

c) Si A y B son independientes, entonces P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C).
d) Si P(A|B) = P(B), entonces A y B son independientes.

e) Si P(A) = P(B), entonces P(A|B) = P(B|A).

f) Si P(A|B) = P(B|A), entonces P(A) = P(B).

g) Si P(A) = P(B) = p, entonces P(AN B) < p?.

En todos los casos justifique su respuesta, ya sea demostrando que la aseveracion es
verdadera o dando un contraejemplo que muestre que la aseveracion es falsa.

Solucién

a) Verdadera.

c AB P(ANB¢ P(A
P(B|A) + P(B¢|A) = ZARBLEANET) 2L g

b) Falsa.
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Si B es el evento imposible, entonces P(B|A) + P(B|A°) = 0.
c) Falsa.

Sea C' = A U B, entonces:

_ P(AnB) _ P(A)P(B)
P(ANB|C) = P(AUB) ~ P(AUB)

P(A|C)P(B|C) = %

Un contraejemplo se obtiene entonces considerando dos eventos independientes de
probabilidad positiva cuya unién no sea el evento seguro.

d) Falsa.

Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar dos veces una moneda
balanceada y definamos los siguientes eventos:

A: No se obtiene cara en los dos lanzamientos.

B: Se obtiene el mismo resultado en los dos lanzamientos.

Los eventos A y B satisfacen P(A | B) = P(B), pero no son independientes.
e) Verdadera.

__ P(AnB) __ P(AnB) _
P(A|B) = 5557 = P800 = P(BJA)

f) Falsa.

Si A y B son complementarios, se tiene P(A|B) = P(B|A) = 0, pero las probabi-
lidades de A y B pueden ser distintas. Por ejemplo, al lanzar un dado, los eventos
‘se obtiene 6’ y ‘no se obtiene 6’ son complementarios pero sus probabilidades de
ocurrencia son distintas.

g) Falsa.

SiA=By0<p<1,entonces P(ANB) =p > p*.

EJERCICIO 2.42. Dos de tres prisioneros son elegidos al azar para ser liberados. FEl
prisionero A pide al guardia que investigue los nombres seleccionados y que le diga
uno de ellos que no sea él mismo. Supongamos que el guardia acepta hacer lo que le
pide el prisionero y que, en caso de que A no vaya a ser liberado, le dird el nombre
del prisionero B con probabilidad p y el del prisionero C con probabilidad 1 — p.
Consideremos entonces los siguientes eventos:
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A: El prisionero A es seleccionado para ser liberado.
B: El guardia informa al prisionero A que el prisionero B va a ser liberado.

sSon A y B independientes?
Solucién

El espacio muestral del experimento aleatorio estd dado por:
Q= {(A7 B)? (A7 C)> (Bv C)a (C, B)}

donde la pareja de letras indica los nombres de los prisioneros que son seleccionados
para ser liberados y la segunda letra de la pareja indica el nombre que dice el guardia
al prisionero A.

Se tiene:

—
I
W=

W=

A)P(B) = 2(1+7)

P(ANB)=P(A)PB) <=1 =2(1+p) <= p=

N[ =

Asi que A y B son independientes si y sélo si p = %

EJercicio 2.43. Consideremos la situacion del ejercicio 2.22 y definamos los siguien-
tes eventos:

A: El automouil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.

B: La puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.
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sSon A y B independientes?

Solucién

El espacio muestral del experimento aleatorio estd dado por:

€ ={(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}

donde, en cada pareja de nimeros, el primero indica la puerta detras de la cual se
colooca el autéomovil y el segundo indica la puerta abierta que se muestra al concur-
sante.

—=pl-q=Hl<p=1

Asi que A y B son independientes si y sélo si p = %






CAPITULO 3

MUESTREO ALEATORIO

EJjErCICIO 3.1. Demuestre las siguientes relaciones:
a) Y, () = ()

D) Yo () = ()
¢) Ximo () () = ("77)
Q) Yo () = ()

¢) i (1) () = ()2
1) 3 () k) = (G2
9) S (D) (E) =0
h) S (=DF() () =0

donde m,n,r € N.

Solucién

a. Por induccién sobre m a partir de m = n.
Yien () = () =G

Supongamos Y ;. (S) = (m+1

n+1
i () = G + () = (D)

b. Aplicando (a) con n =r — 1y m =n+r — 1, se obtiene:

) , entonces:

29
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Yieo (F) = Xino () = X5 (R = () = ()
o (L+ymm =305 (M)

T

A+ +0)™ = (T (1) i (1))

Igualando los coeficientes de las potencias de t, se obtiene, para r < n + m:

n m _ (n+m
Zk (k) (T—k:) - ( r )
en donde la sumatoria es sobre todos los enteros k tales que 0 < k < n, k <ry

r — k < m. Pero, para k > n, se tiene (Z) =0 y para r — k > m, se tiene (T_k
asi que:

2o (1) (1) = ()
Finalmente, para » > n + m, ambos miembros son iguales a 0.

d. Aplicando (c) al caso n = m = r, se obtiene:
() = Cho (D () = Zico () (1) = Tise ()

e Sm (1) () = Xion 2wy = Lo (i) ()

=20 (M () = Gz

£ 3o () () = 200 () o) = X (D G5 = ()27 = ()2
g Y (D) (5) = S (D i = Sorem SV ()

= (1)) S (=D () =0

he S (DR () (5 = (1) i (=17 (") (28

= (1" Y, (DR () =0

EJERCICIO 3.2. Demuestre que:

Sk = 2 [ = (1) = () S v

para cualesquiera n,m € N.

Sugerencia: Utilice la relacion:
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= [k = 1) + 1" = 1+ S () (k= 1))

Solucion
ZZZ% karl — Zi—% [(k‘ . 1) + 1]m+l n+l |:1 + Zm-ﬁ-l (m+1) (k) . 1)]]
=+ 1)+ () T R =1 = (1) + 0 (M) S B

=(n+1)+ 3 AT (mjl) D1 K

Asi que:

(1) = SRR = ST R = 1)+ X0 (7)) S
=(n+1)+ (™) Yk + Z;’Sl (mjl) >t K

Por lo tanto:

(m+1) 35 k7 = (n+ 1™ — (n+ 1) = 3270 (") S

Asi que:
Sk = [ ) = (1) = () i v

EJercicio 3.3. Utilice el resultado del ejercicio anterior para demostrar las siquientes
relaciones:

G)Zk 1k3— n(n+1)
b)Y B =gn(n+1)(2n+1)

¢) Y e k* = z_lln2 (n+ 1)2

d) S k' =En(n+1)(2n+1) (3n2 +3n — 1)
donde n € N.

Solucién

a. Y k=35ln+1—=n+1)]=3n(n+1)

b S B = E [+ 1P = (1) = )y () i W]
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(1417 4 1) () Sy 4] = (4 107 (g 1) — g

Wl

(n*+3n?+in) =in(n+1)(2n+1)
(1) = (4 1) = X5, () S, v

=il Dt =+ 1) = () Xio k= () Xie #]
(n+D*~m+1)—2nn+1)—n(n+1)2n+1)]

Wl

]

n 3
k:lk -

e L

=

(n* +2n% + n?) = In2 (n + 1)

=

A ik =1 [+ 17 = (n+ 1) = 5 () iy #|
- % [(” + 1)5 - (n + 1) - (?) ZZ:1 k— (g) ZZ:1 k? — (g) ZL kﬂ

[<n+1>5—(n+1)—M—gn(n+1)(2n+1>—gn2(n+1)2}

(S

=i +3nt+ 30— In)=Ln(n+1)(2n + 1) (3n* + 3n — 1)

6'") — 30
EJERCICIO 3.4. De una poblacion de N objetos, by, ..., by, se toma una muestra
aleatoria ordenada sin reemplazo de tamano n. Dado k € {1,...,N}, calcule la

probabilidad de que by se encuentre en la muestra.

Solucién
Para cada j € {1,...,n}, la probabilidad de que b, sea seleccionado en el paso j es
igual a %, asf que la probabilidad buscada es .

EJERCICIO 3.5. Se tienen 2 urnas, cada una de las cuales contiene 10 bolas numeradas
del 1 al 10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una bola de cada
urna. Calcule la probabilidad de que los nimeros de las dos bolas seleccionadas difieran
por 2 o mds.

Solucién

Definamos los eventos:
A: Los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieren por 2 o més.

B: Los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieren en 1.
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C": Los dos nimeros de las bolas seleccionadas son iguales.

Entonces:

P(C) = 1% = & P(B) = &,

P(A)=1-P(B)—P(C)=1—- 2 _ 18

100 — 25

EJErCICIO 3.6. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 3 dados sobre una mesa,
uno de los dados es rojo, otro azul y el otro blanco. a) ;Cudl es la probabilidad de
que los 3 mimeros que se obtienen sean distintos? b) ;Cudl es la probabilidad de que
el nimero que se obtiene con el dado azul sea igual a la suma de los nimeros que se
obtienen con los otros dos dados?

Solucién
654 __ 5
a) & =

b) Definamos:

B: El nimero que se obtiene con el dado azul es igual a la suma de los niimeros que
se obtienen con los otros dos dados.

Cada posible resultado del lanzamiento de los tres dados se puede representar me-
diante una terna (a,r,b), en donde a denota el resultado que se obtiene con el dado
azul, r el que se obtiene con el dado rojo y b el que se obtiene con el dado blanco.

Entonces:
B = {(27 17 1)7 (37 17 2)7 (37 27 1)’ (47 17 3)7 (47 27 2)7 (47 37 ]')7 (57 174)7
(5,2,3),(5,3,2),(5,4,1),(6,1,5),(6,2,4), (6, 3,3),(6,4,2),(6,5,1).}

Siendo equiprobables los posibles resultados del experimento aleatorio, se tiene:

EJjercicio 3.7. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 3 bolas de
la urna. Calcule la probabilidad de que a) las 3 bolas seleccionadas sean del mismo
color y b) por lo menos una de las bolas seleccionadas sea blanca.
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Solucion

834734108 _ 371 __
a) SHEHE = 200 —0.1187

b)1—1% =98 — (784
EJERCICIO 3.8. 5 personas suben a un elevador en la planta baja de un edificio de 10
pisos. Supongamos que cada persona puede bajar en cualquiera de los 10 pisos con
la misma probabilidad. Calcule la probabilidad de que a) por lo menos una persona
baje del elevador después del piso 5 y b) las 5 personas bajen del elevador en pisos
distintos.

Solucién

a) 1 — 2 =31 = 0.96875

(10)s _ 10-9-8-76 __ 189 __
b) 1055 = 0 — 6x — 0.3024

Ejercicio 3.9. Sabiendo que al lanzar un par de dados se obtiene una suma igual a
6, scudl es la probabilidad de que uno de los nimeros que se obtienen sea el 17

Solucioén

Definamos los eventos:
A: Se obtiene una suma igual a 6.
B: Uno de los nimeros obtenidos es el 1.

Entonces:

_ P(nB) _ PULS).GD)) o
P(B|A) = 51 = Pas).04.063.629.60) = 5

Ejercicio 3.10. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de dados. Sa-
biendo que como resultado del experimento se obtienen dos mimeros distintos, cudl
es la probabilidad de que uno de esos nimeros sea el 47

Solucién

Definamos los eventos:

A: Se obtienen dos nimeros distintos.
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B: Uno de los ndmeros es el 4.

Entonces:

~__ P(AnB) __ 10 __ 1
P(B|A)_ P(A) — 30 3

EJjercicio 3.11. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con
reemplazo, 2 bolas de una urna, la cual contiene 3 bolas blancas y 2 bolas negras. Si
se sabe que las dos bolas seleccionadas son del mismo color, scudl es la probabilidad
de que las dos sean blancas?

Solucioén

Definamos los eventos:
A: Las dos bolas seleccionadas son del mismo color.
B: Las dos bolas seleccionadas son blancas.

Entonces:

_ P _ P _ (3 9 _
P(BIA) = " = pia) = (g)Qi(g)Q = % = 0.692308

EJjercicio 3.12. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un dado 10 veces. Si
se sabe que se obtiene por lo menos un 6, scudl es la probabilidad de obtener dos o
mas 67s?

Solucion

Definamos los eventos:

A: Se obtiene por lo menos un 6.
B: Se obtienen dos o méds 6’s.
Entonces:

110)%(%)9 31169301
)10 - 50700551 = 0.614772

_ panB) _ Py _1-(3)"(
P(B‘A) = 53(,4) = P(Ag =—2 17(%

EJeRrcicio 3.13. Un dado se lanza 10 veces. Suponiendo que en 6 ocasiones se obtiene
un numero entre 1 y 4 (inclusive), scudl es la probabilidad de que se obtenga por lo
menos una vez el nimero 17
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Solucion

Definamos los eventos:

A: En 6 ocasiones se obtiene un nimero entre 1 y 4.
B: Se obtiene por lo menos una vez el nimero 1.

C': En 6 ocasiones se obtiene un niimero entre 2 y 4.

Primer método:

P(B|A) =1~ (3)° = 387 — 0.822021

Segundo método:

c 10
P(B|A) =1— P(B°|A) =1 — 25550 — 1_(6({6

Tercer método:

_ P(ANB) _ P(A)—-P(ANB®) _ P(ANB°)
P(B|A) = P(A) — P(A) =1- P(4)

EJERCICIO 3.14. Un dado es lanzado 3 veces. Si se sabe que se obtiene al menos una
vez el niumero 6, jcudl es la probabilidad de que se obtenga exactamente una vez el
numero 67

Solucioén

Definamos los eventos:
A: Se obtiene al menos una vez el nimero 6.
B: Se obtiene exactamente una vez el numero 6.

Entonces:

=

_ punp) _ Py _ 3(3)°(
P(B|A)= "5 = pea) = 1f)(g)

[ (=]

)
= 12 =0.824176

EJjercicio 3.15. Un dado se lanza 5 wveces. Sabiendo que los 5 nimeros que se
obtienen son distintos, ;cudl es la probabilidad de que entre ellos no esté el nimero
67
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Solucién

Definamos los eventos:
A: los 5 nimeros que se obtienen son distintos.
B: no se obtiene el nimero 6.

Entonces:

P(B | A) — 54321 _ 1

6:5-4-3-2 6

EJERCICIO 3.16. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas
hasta que alguna caja llegue a tener 2 bolas.s Cudl es la probabilidad de que el proceso
termine en el paso n?

Solucién

Definamos los eventos:

A,,: el proceso termina en el paso n.

B,,_1: las primeras n — 1 bolas quedan en cajas distintas.
C,: la enésima bola queda en una caja ocupada.

Entonces, para n € {2,..., N + 1}, se tiene:

P(A,) = P(B, 1N C,) = P(Cy | By1)P(B,_) = nt Xli-nt2)

EJERCICIO 3.17. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 tarjetas de una urna que
contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que el menor
de los nimeros seleccionados sea igual a 2.

Solucion

(Ef’ _ (u)?’

EJERCICIO 3.18. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de una urna que

contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que el mayor
de los numeros seleccionados sea igual a N.
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Solucién
1— (21

EJERcCICIO 3.19. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 10 tarjetas de una urna
que contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que a)
el menor de los niumeros seleccionados sea igual a k y b) el mayor de los nimeros
seleccionados sea igual a k, donde k < N.

Solucién

N—k+1\10  /N_\10
a. () (%%)
b. Definamos los eventos:
Ap: El mayor de los mimeros seleccionados es menor o igual a k.

By.: El mayor de los nimeros seleccionados es igual a k.

Entonces:

_1\10
EJeERCICIO 3.20. Antonio y Luis forman parte de un grupo de 12 personas, las cuales
ocupan al azar 12 sillas que se encuentren formando un circulo. ;Cudl es la probabi-
lidad de que queden exactamente 4 personas entre Antonio y Luis en el arco que va
de Antonio a Luis en direccion positiva?

Solucion

(Daenz

12! 11

EJERCICIO 3.21. Antonio y Luis forman parte de un grupo de n personas (n > 2),
las cuales ocupan al azar n sillas que se encuentren formando un circulo. ;Cudl es
la probabilidad de que a) Antonio y Luis queden sentados uno al lado del otro? y b)
queden exactamente k personas entre Antonio y Luis?

Solucién

2

a. —=

3

1

n—1"

b. %, excepto si n = 2k 4 2, en cuyo caso la probabilidad buscada es igual a
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EJERCICIO 3.22. n personas se sientan al azar en n sillas alrededor de una mesa
redonda. Encuentre la probabilidad de que las personas A, B y C queden juntas, con
A a la derecha de B y C a la izquierda de B.

Solucién

(n—3)!n _ 1
n! (n—1)(n—2)

EJERCICIO 3.23. Los nimeros 1,...,n (n > 3) se colocan uno después del otro en
un orden aleatorio. Encuentre la probabilidad de que los nimeros 1, 2 y 3 queden
colocados juntos y ordenados en forma creciente.

Solucién

(n—2)(n—3)! __ 1
n!  n(n—1)

EJERcICIO 3.24. Juan y Pedro forman parte de un grupo de 10 personas, las cuales
ocupan al azar 10 sillas que se encuentran en hilera. ;Cudl es la probabilidad de que
queden exactamente 2 personas entre Juan y Pedro?

Solucién

Se trata de un muestreo sin reemplazo.

Total de posibles muestras ordenadas = 10!

Definamos:

A: Quedan exactamente 2 personas entre Juan y Pedro.

Entonces:

También se puede hacer el siguiente razonamiento para llegar al resultado:

Sin tomar en cuenta el orden, hay (120) diferentes maneras en que pueden colocarse
Juan y Pedro en los 10 lugares y todas ellas son equiprobables. De ellas hay 7 en las
cuales quedan 2 personas entre Juan y Pedro. Por lo tanto:
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EJjErCICIO 3.25. 5 hombres y 5 mujeres se sientan al azar en 10 sillas colocadas
en hilera. Encuentre la probabilidad de que por lo menos una de las personas quede
sentada junto a otra del mismo sexo.

Solucién

Definamos los eventos:

A: Por lo menos una persona queda sentada junto a otra del mismo sexo.

M;: En el lugar ¢ se sienta una mujer.

H;: En el lugar ¢ se sienta un hombre.

Entonces:

P(A) =1— P(A°)

=1—[P(MyHyMsH Ms;HsM;HsMoH o) + P(Hy MoHsMyHs MgH7 Mg Ho M)

=1 —255% = 2 = 0.99206

EJjercICcIO 3.26. Un tablero circular se divide en tres zonas acotadas por circulos
concéntricos de radios %, % y 1, respectivamente. Si se hacen tres disparos al azar
sobre el tablero, scudl es la probabilidad de que cada zona reciba uno de los disparos?

Solucién
G- - -4

EJjeRrcIcIO 3.27. Cada una de n bolas se coloca al azar en una de n cajas. Encuentre
la probabilidad de que exactamente una de las cajas quede vacia.

Solucién

Definamos los eventos:

A: Unicamente la caja 1 queda vacia.

A;: Unicamente la caja 1 queda vacia y quedan dos bolas en la cajai (i € {2,...,n}).
B: Exactamente una de las cajas queda vacia.

Entonces:
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EJERCICIO 3.28. n bolas se encuentren colocadas en n cajas, una en cada caja. Un
experimento consiste en sacar las bolas de la caja y en colocarlas después, al azar, nue-
vamente una en cada caja. Calcule la probabilidad de que al realizar el experimento,
exactamente k bolas queden en las cajas en las que estaban originalmente.

Solucién

Definamos:

A,: al realizar el experimento descrito, con n bolas y n cajas, ninguna bola queda en
la caja en la que estaba originalmente.

Sabemos que:
P(A)=1—H+% -3+ +(-1)"%
Para k € {0,...,n}, consideremos k bolas especificas y definamos:
By: Las k bolas quedan en donde estaban originalmente.

Ch—k: De las restantes n — k bolas, ninguna queda en donde estaba originalmente.

Entonces:

P(ByNCyy) =P (Coy | By) P(By)

=Bt 0 )

Por otra parte, k bolas especificas se pueden seleccionar en un total de (Z) maneras,
asf que, si llamamos /3, a la probabilidad que se busca, se tiene:

Be= ()P (B:NChy)
I GICEE T B SRR e R

=h (- drr g ey)
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Otro método:

Para j € N, sea m; el total de formas en que, al permutar j objetos, ninguno de ellos
quede fijo y sea p; la probabilidad de que esto ocurra. Sabemos que:

% =Pp; = 522(_1)1'%!

Consideremos k bolas especificas y sea «ay la probabilidad de que tinicamente esas k
bolas queden fijas. Como esto ocurre cuando esas k bolas quedan fijas y ninguna de
las otras queda fija, se tiene:

Mnp—k

Qg = n!

k bolas especificas se pueden seleccionar en un total de (Z) maneras, asi que, si
llamamos 3, a la probabilidad que se busca, se tiene:

B = (o = ()25 = ()=t = oy

n—k i -
=i =g (% — L+ (-1 k(nflk)!)

EJjercicio 3.29. 10 parejas, formadas cada una por un hombre y una mujer, llegan
a una fiesta y en ella se forman 10 nuevas parejas hombre-mugjer al azar. ;Cudl es la
probabilidad de que a) ninguna persona quede con la pareja que tba? y b) a lo mds 2
parejas queden formadas como lo estaban originalmente?

Solucion

a. Definamos los eventos:

By: la mujer k£ queda con su pareja.

A: Ninguna persona queda con su pareja.
Entonces:

P(ByU---UByg) = ZjP(Bj) —Z#].P(BiﬂBj)—|—~~~—P(Blﬂ~--ﬂBw)
=108 -G+ Gla— - —m=1-2

+
P(A)=1-P(BiU---UBy) =& 314+ - + & ~et

b. Para cada k € {0,...,n}, sea (5, la probabilidad de que exactamente k mujeres
queden con su pareja original.
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De acuerdo con el ejercicio anterior, se tiene:

Se=h (G- drd—gt T D k)
Asi que si definimos:

C: A lo més 2 parejas queden formadas como lo estaban originalmente

Entonces:

|~

1 1 1
! 1!+§_§+"'+§)

0
__ 16481 + 16687 12119 __ 1668703 __ 0.9197

T 44800 45360 25760 ~ 1814400

EJercicio 3.30. Una persona escribe n cartas dirigidas a n personas distintas, mete
cada carta en un sobre y, finalmente, escribe al azar las direcciones de las n personas,
una en cada sobre. Encuentre la probabilidad de que por lo menos una de las cartas
llegue a la persona para quien fue escrita.

Solucioén

Definamos:
Ay la carta k llega a su destino.

Entonces:

P(A1 U--- UAIO) _ n(n=1)! _ (n)M + (H)M — e+ (_1)n—1(n)l

n! 2 n! 3 n!

=l—g+g+-+(CED) L al—e!

EJsercicio 3.31. Una wurna contiene 4 bolas blancas, 4 rojas y 4 azules. Se van
seleccionando bolas de la urna, una a una y sin reemplazo, hasta obtener en forma
consecutiva dos bolas del mismo color, o hasta que se agoten las bolas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que este proceso termine en la quinta eleccion.
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Solucion

Definamos los eventos:

C': El proceso termina en la quinta eleccién.

C1: El proceso termina con la extracciéon de dos bolas azules.

Cs: El proceso termina con la extraccion de dos bolas rojas.

Cj5: El proceso termina con la extraccién de dos bolas blancas.

Entonces:

P(C) =P (Ch)+ P(Cs) + P (Cy)

P(Cy) =P (Cy) = P(Cs)

P(Cy) = P(BRBAA) + P(RBRAA) + P(ARBAA) + P(ABRAA) + P(NANAA)
=9 (%g%%%) +2 (2§iii) 423748 _ 17

Asi que:
P(C)=3(35¢) = 1= = 0.10303

495 165

EJERCICIO 3.32. Tres urnas contienen bolas blancas y negras; la primera 2 blancas y
3 negras, la sequnda 2 blancas y 2 negras y la tercera 3 blancas y 1 negra. Se transfiere
una bola de la primera a la seqgunda urna, después una de la sequnda a la tercera vy,
finalmente, una de la tercera a la primera, siendo todas las transferencias al azar.
¢ Qué composicion de bolas en la primera urna, después de las transferencias, es la
mds probable?

Solucion

Sea X el nimero de bolas blancas en la primera urna después de las transferencias.

(BBB) + P(BNB) + P(NBN) + P(NNN)
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Ejercicio 3.33. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige al azar
una bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra y asi sucesiva-
mente hasta sacar n bolas. Calcule la probabilidad de que en el j-ésimo paso se saque
una bola roja sabiendo que la muestra contiene s bolas rojas.

Solucioén

Primer método:

Sean ay, ..., a, las bolas rojas y a,11, ..., a1 las bolas blancas. Denotemos entonces
por t; al total de muestras ordenadas sin reemplazo de tamano n las cuales contienen
s bolas rojas especificas, denotadas por ay,...,as, y n — s bolas blancas especificas,
denotadas por asy1,...,a,, y para las cuales la bola k se elige en el j-ésimo paso y
por t al total de muestras ordenadas sin reemplazo de tamano n las cuales contienen
ai,...,as. Se tiene entonces C' =t =---=t, yt =1t +---+1t,, asi que:

V)

P(R;) = (t1+t24tr<~~;~)+(t:l))_(j)(nis) e

Segundo método:

3|

Definamos los eventos:
A: La muestra contiene s bolas rojas.

B: La j-ésima bola seleccionada es roja.

Entonces:

T b
P(A) = <S()r(fb_)5)

(=) (r—s42)rb (=1 (b—nts+1) (P2))  (,7)(,0,) r—s+1)
P(BNA) = (r+b)(r+b—1)-(r+b—n+1) = ("F)n

_pnay _ ()GL)e-sty ()
PBIA = sy =70 o)

n n—s

Tercer método:

P(A) = &l
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p(A| B) = Lillere)

v O N ) NN =) NP GO B
P | 4) = PR = Ll ol — il )

EJjerCICIO 3.34. En una urna hay N tarjetas numeradas del 1 al N. Se van selec-
ctonando al azar las tarjetas de la urna, una a una y sin reemplazo, hasta que se
seleccionan todas. Para k € {1,..., N}, sea Ay el evento ‘el nimero de la k-ésima
tarjeta seleccionada es mayor que los nimeros de las seleccionadas previamente’. En-
cuentre la probabilidad de cada evento Aj y demuestre que los eventos A1, ..., A, son
independientes.

Solucioén

Las primeras k tarjetas pueden ser seleccionadas en un total de (]Z )k! maneras. De
éstas, aquellas en las cuales ocurre el evento Ay son un total de (]Z ) (k—1)!, asi que:

(f,j)(k—nz

HE

Dados k; < --- < k;, si el evento Ay, N---N A, ocurre, entonces de las primeras
ki1 tarjetas seleccionadas, la mayor es la tltima. Las primeras k; tarjetas de estas
k;+1 pueden seleccionarse en un total de (’“gl)kzi! maneras. De éstas, aquellas en las

P(Ag) =

=

cuales ocurre el evento Ay, son un total de (";:1) (k; — 1)!, asi que:

(kiktl)(kiq)! B

(kiljl)kig Tk
k3

Aki+1ﬂ-"mAkr):

Por lo tanto:

P(Ap, N---NAg)

= P(Ag, | Ay N N AR ) P(Ag, | Ay M- N Ag,) - P(Ag, | Ax,)P(Ag,)
_L...L:p(Akl)...p(Akr)

k1 Ky

EJERrcICIO 3.35. Una urna contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20. Se seleccionan
2 bolas, al azar y sin reemplazo. Encuentre la probabilidad de que los dos niimeros de
las bolas seleccionadas difieran por 3 o mds.
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Solucién

Definamos los eventos:
A: Los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieren en 1.
B: Los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieren en 2.

C" Los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieren por 3 o mas.

Entonces:
19
_ 18 _ 9
P(B) = 196 = oF

P(C)=1—P(A)—P(B)=1-+ — 2 =15 _ (805263

10 95 190

EJERCICIO 3.36. Se eligen al azar dos nimeros del conjunto {1,...n}. Encuentre la
probabilidad de que uno de los nimeros seleccionados sea menor que k y el otro sea
mayor que k, donde 1 < k < n.

Solucién
(k=1)(n—Fk)

(2)

EJjercicio 3.37. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Si se
sabe que las tres bolas seleccionadas son del mismo color, ;cudl es la probabilidad de
que las tres sean blancas?

Solucioén

Definamos los eventos:
A: Las tres bolas seleccionadas son del mismo color.
B: Las tres bolas seleccionadas son blancas.

Entonces:

6
P(B|A) = Euon) _ @) __(3) —o_s

P(A) — P(A) (g)+(§) 24
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EJjercicio 3.38. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se selec-
ctonan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual
se encuentre vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo,
dos bolas de la seqgunda urna. Sabiendo que entre las 4 bolas que se transfieren hay
por lo menos 2 blancas, calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas de
la sequnda urna sean ambas blancas.

Solucién

Definamos los eventos:

A: Entre las 4 bolas que se transfieren hay por lo menos 2 blancas.
B: las dos bolas seleccionadas de la segunda urna son ambas blancas.
Ay: Entre las 4 bolas que se transfieren hay exactamente k& blancas.

Entonces:

P(B|A) = P(BNA) __ P(BNA3)+P(BNA3)+P(BNA1) _ P(B|A2)P(A2)+P(B|A3) P(A3)+P(B|As) P(A4)

P(A) - P(A2)+P(A3)+P(A4) P(A2)+P(A3)—|-P(A4)

EJERCICIO 3.39. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas negras y 4 bolas blancas. Si se
sabe que al menos una de las bolas seleccionadas es negra, scudl es la probabilidad de
que las 3 sean negras?

Solucion

Definamos los eventos:

A: Al menos una de las bolas seleccionadas es negra.
B: Las 3 bolas seleccionadas son negras.

Entonces:

_ punn) _ Py _ (5)/
P(BA) =5 =5 = (7

(5) =2 =0.172414
/(130> 29 T M
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EJjErciciO 3.40. De una urna que contiene 4 bolas rojas y 6 blancas se seleccionan,
al azar y sin reemplazo, dos bolas; inmediatamente después se selecciona al azar una
de las bolas restantes. ;Cudl es la probabilidad de que la tercera bola seleccionada sea
roja si se sabe que entre las dos primeras hay por lo menos una roja?

Solucién

Definamos los eventos:

A: Entre las dos primeras bolas hay por lo menos una roja.

Aq: Entre las dos primeras bolas hay exactamente una roja.
As: Entre las dos primeras bolas hay exactamente dos rojas.
B: La tercera bola seleccionada es roja

Entonces:

P(B | A) _ P(BNA) _ P(BNA1)+P(BNAs) _ P(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(A2)

P(4)  —  P(A1)+P(A2) P(A1)+P(A2)

EJjercicio 3.41. Cada una de dos urnas contiene N bolas numeradas del 1 al N. De
cada una de las cajas se toma una muestra de tamarno n sin reemplazo. Calcule la
probabilidad de obtener exactamente k bolas con el mismo nimero.

Solucién

EJjercicio 3.42. Cada una de N personas estaciona su automdévil en uno de N lugares
consecutivos para ser atendidos en una oficina. El automdvil de una persona A no
queda en ninguno de los extremos y antes de A son atendidas n personas, cada una
de las cuales retira su auto. Asumiendo que las N personas son atendidas al azar,
scudl es la probabilidad de que a) A encuentre desocupados los dos lugares contiguos
a su auto? y b) A encuentre ocupados los dos lugares contiguos a su auto?
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Solucion

Definamos los eventos:
A: A tiene el turno n + 1.
B: Entre las primeras n personas atendidas estdn las dos contiguas a A.

C": Entre las primeras n personas atendidas no estdn las dos contiguas a A.

N-3 2 n
n— n(n—1
a. P(B | A) = ((Ni_)l(;) - (Nf(l)(N)f2) - (ng—)l)
o GEe o (03) . ame)
PBOA) = #5050 = (B ms) — ME-DV-)
I G L R G B |
PA) = trjerm = (@ — ¥

_pna) _ (N7 -
P(BA) =G = 7 = m-00—2

N;s N-—n—1)(N—n—2
b. P(C|A) = gzv;lg ={ (N—l%ENfQ) :

EJERCICIO 3.43. Pedro es un arquero y se sabe que, al disparar una flecha, la proba-
bilidad de que ésta de en el blanco es igual a 1%. St Pedro realiza 6 lanzamientos de
manera independiente, a) ;cudl es la probabilidad de que acierte en el blanco por lo
menos una vez? b) Sabiendo que, de los 6 disparos, acierta en el blanco por lo menos
una vez, scudl es la probabilidad de que acierte en el blanco por lo menos dos veces?

Solucién

Definamos los eventos:

A: Acierta en el blanco por lo menos una vez.
B: Acierta en el blanco por lo menos dos veces.
a) P(A) =1— (&)° = 0.999999

b) P(B) = 1— (4)° — () (3) ()" = 0.999015

10 1) \10

_ PANB) _ P(B) __ 0.999945 __
P(B|A) =~ = B(a) = oasso0g = 0-999946
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EJjErcICIO 3.44. Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 bolas blancas. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 20 bolas de la urna. En-
cuentre la probabilidad de que se obtengan por lo menos 4 bolas rojas en la muestra.

Solucién

Definamos:
A: Se obtienen por lo menos 4 bolas rojas en la muestra.

Entonces:

P(A) = 1= P(A9) =1 = 0 (%) ()" (35)" " = 0.99995

10 10

EJERCICIO 3.45. Una urna contiene 8 tarjetas marcadas con niumeros positivos y
10 tarjetas marcadas con nimeros negativos. Un experimento aleatorio consiste en
seleccionar, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de la urna. Encuentre la probabilidad
de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen sea positivo.

Solucién
V(19 () ()7 (12)* = 328 = 0.500076
(18) + (18) + (2) (18) (18) 6561 ’

EJjerCICIO 3.46. Calcule la probabilidad de obtener exactamente k veces 6 en n lan-
zamientos de un dado.!

Solucioén

(@@

EJjercicio 3.47. Un lote contiene n articulos. Si se sabe que r articulos son defec-
tuosos y se inspeccionan uno por uno en un orden aleatorio, jcudl es la probabilidad
de que el k-ésimo articulo (k > r) inspeccionado sea el ultimo defectuoso en el lote?

Solucién

Definamos los eventos:

IEste problema fue uno de los primeros problemas de probabilidad que se plantearon. En las
primeras soluciones no era evidente la relacién que habia con el desarrollo de un binomio, ésta
fue encontrada méds tarde. Gracias a esta relacién, este tipo de probabilidades adquirié una gran
importancia en el desarrollo posterior de la Teorfa de la Probabilidad como puede verse en el capitulo
siguiente y actualmente sigue siendo uno de los tipos principales.
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A: Entre los primeros k — 1 articulos hay r — 1 defectuosos.
B: El k-ésimo inspeccionado es defectuoso.

Entonces:

P(ANB)=P(B| AP(A) = 1 (:(1) n(?:)’;)

EJERCICIO 3.48. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 3 bolas de
la urna. a) Calcule la probabilidad de que las 3 bolas seleccionadas sean del mismo
color. b) Calcule la probabilidad de que por lo menos una de las bolas seleccionadas
sea blanca.

Solucién

_ 56+35+120 __ 211 __ 0.0917

2300 2300

(©)+(0)+(9)
8) =)

3

(5) _ 455 __ 1845 _
(225) =1— 3356 = 2300 = 0.8022

b)1-—

EJjerCICIO 3.49. De una urna que contiene 10 bolas rojas, 10 bolas negras y 10 bolas
blancas, se seleccionan 2 bolas al azar y sin reemplazo. Calcule la probabilidad de que
las dos bolas seleccionadas sean de distinto color.

Solucién
- 3(120) _w
(320> 29

Otro método:

10-10 _ 20
@) = m

Ejercicio 3.50. Una urna contiene 6 tarjetas marcadas con miumeros positivos y
8 tarjetas marcadas con niumeros negativos. Un experimento aleatorio consiste en
seleccionar, al azar y sin reemplazo, 4 tarjetas de la urna. Encuentre la probabilidad
de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen sea positivo.
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Solucién

(D+E)E+E) _ 505 _
i = iy = 05045

EJjercicio 3.51. Una urna contiene 16 bolas rojas y 14 bolas blancas. Un experi-
mento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 10 bolas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que se obtengan a lo mds 4 bolas rojas.

Solucién

(DD CICL LD _ o 25007

EJERCICIO 3.52. En una fdbrica hay 35 trabajadores por contrato, de los cuales 20
laboran en el turno matutino y 40 con definitividad, de los cuales 25 laboran en el
turno matutino. En una asamblea de todos los trabajadores se forma una comision
eligiendo 6 personas al azar. ;Cudl es la probabilidad de que queden representados en
la comision los 4 sectores de trabajadores?

Solucién

COE)E) | EOENE) | CUEEE) | )
) I ) R ) B (0
EEE)E) | EENE) | EEE)E)

L ) R S (0 B )

) | CAEENE) | EDE)E)

L ) R S (0 B )

_ 505250 _
= i30; — 0.37638

EJjErCICIO 3.53. En una rifa se reparten n boletos, de los cuales m obtendran algin
premio. Encuentre la probabilidad de que una persona que tiene k boletos obtenga por
lo menos un premio.

Solucién
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Ejercicio 3.54. Un grupo de 2N ninos y 2N ninas se divide en dos grupos de 2N
personas cada uno. Encuentre la probabilidad de que cada grupo contenga el mismo
numero de ninos que de ninas.

Solucién

EJjercicio 3.55. Una urna contiene 4 bolas rojas, 6 bolas negras y 8 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 4 bolas de
la urna. Calcule la probabilidad de que se obtengan por lo menos 2 bolas blancas en
la muestra.

Solucion

Definamos:
A: Se obtienen por lo menos 2 bolas blancas en la muestra.

Entonces:

P(A) =3, % — 2L _ (61765



CAPITULO 4

COMBINANDO LAS REGLAS BASICAS

EJjErCICIO 4.1. Una urna contiene 2 bolas blancas y 4 bolas rojas, una seqgunda urna
contiene 3 bolas blancas y 2 bolas rojas y una tercera urna contiene 4 bolas blancas y 5
bolas rojas. Se elige una bola al azar de la primera urna y se transfiere a la sequnda;
después de esto, se selecciona al azar una bola de la sequnda urna y se transfiere a
la tercera; finalmente se selecciona al azar una bola de la tercera urna. Calcule la
probabilidad de que la bola que se obtiene finalmente sea roja.

Solucién

Definamos los eventos:

Ry: La bola seleccionada de la primera urna es roja.
By: La bola seleccionada de la primera urna es blanca.
Rs: La bola seleccionada de la segunda urna es roja.
Bsy: La bola seleccionada de la segunda urna es blanca.

R: La bola que se obtiene finalmente es roja.

Entonces:

P(Ry) = P(Ry|R\)P(Ry) + P(Ry|B))P(By) =4 -4+ 2.2=14

P(By) = P(Ba|R1)P(Ry) + P(Bo|BI)P(By) = 1.4 44.2-5

P(R) = P(R|Ry)P(Ry) + P(R|B2)P(By) = & - 5+ - 2 = 42 = 0.544

EJERCICIO 4.2. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una sequnda urna
contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar y sin reemplazo, 2 bolas de
la primera urna y se transfieren a la sequnda; después de esto, se selecciona al azar

55
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una bola de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que la bola que se obtiene
finalmente sea roja.

Solucién

i
=
[

P(R| RR)P(RR) + P(R | RB)P(RB) + P(R | BB)P(BB)
(2)

+ % (120) - ;_g - 056

EJercICIO 4.3. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se seleccio-
nan, sin reemplazo, 6 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual se
encuentra vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, 4
bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que entre las 4 bolas seleccionadas
de la sequnda urna haya exactamente 2 blancas.

Solucién

Definamos los eventos:

B: entre las 4 bolas seleccionadas de la segunda urna hay exactamente 2 blancas.
Ay Entre las 6 bolas que se transfieren hay exactamente k£ blancas.

Entonces:

P(B) = P(B | A))P(As) + P(B | A3)P(As) + P(B | Ay)P(Ay)

BOOO , QOO0 OGO OO
O OO OO M-

N W

3
7

2]

EJERCICIO 4.4. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se seleccio-
nan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual se
encuentre vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, dos
bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas
de la seqgunda urna sean ambas blancas.

Solucién

Definamos los eventos:

A: Entre las 4 bolas que se transfieren hay por lo menos 2 blancas.
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B: las dos bolas seleccionadas de la segunda urna son ambas blancas.
Ag: Entre las 4 bolas que se transfieren hay exactamente k£ blancas.
Entonces:
P(B) = P<B | As)P(As) + P(B| As)P(As) + P(B | Ay)P(Aq)

) ()6 (3)

(7 =

—
&S
—
=)
~—
N
Nl
—
N W
~—

—
N B
N—

+

]
N
|
(SN
~—]
]
SN
~—

EJjErCICIO 4.5. Una urna contiene 8 bolas blancas y 2 bolas rojas, una seqgunda urna
contiene 5 bolas blancas y 5 bolas rojas y una tercera urna contiene 3 bolas blancas
y 5 bolas rojas. Se elige 1 bola al azar de cada una de las dos primeras urnas y se
transfieren a la tercera; después de esto, se seleccionan al azar 2 bolas de la tercera
urna. Calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas de la tercera urna
sean ambas blancas.

Solucién

Definamos los eventos:

Ry: La bola seleccionada de la primera urna es roja.

By: La bola seleccionada de la primera urna es blanca.

Ry: La bola seleccionada de la segunda urna es roja.

Bsy: La bola seleccionada de la segunda urna es blanca.

B: Las dos bolas seleccionadas de la tercera urna son ambas blancas.
Entonces:

P(B) = P(B|B1By)P(B1B2) + P(B|B1Ry) P(B1 R»)
+P(B|R1B2)P(R1B3) + P(B|R1R2) P(R1R2)

(3> 2 __ 73
(120) 22 =5 =10.162222

—~~
N
~—
—
o
Bler
+

EJERCICIO 4.6. Una urna contiene 4 bolas rojas y 6 blancas; una sequnda contiene 6
bolas rojas y 2 blancas y una tercera contiene 3 bolas rojas y 5 blancas. Un experimento
aleatorio consiste en elegir al azar una de las urnas y, después de eso, en elegir al
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azar una bola de la urna elegida. Sabiendo que la bola seleccionada no proviene de la
tercera urna, jcudl es la probabilidad de que sea roja?

Solucién
P(R)=P(R|I)P(I)+ P(R|II)P(I]) = 14+ 81 =2 — 0575

EJjerCICIO 4.7. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige al azar una
bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra y asi sucesivamente
hasta sacar todas las bolas. Utilizando la regla de la probabilidad total y mediante un
razonamiento de induccion, demuestre que la probabilidad de que en el j-ésimo paso

. . N
se saque una bola roja es igual a 7.

Solucién

Sea R, el evento ‘la bola seleccionada en el paso n es roja’. Se va entonces a demostrar
que, cualquiera que sea la configuracién de bolas en la urna, P(R,,) es igual a la
proporcién inicial de bolas rojas para cualquier n € {1,...,7 + b}.

Para n = 1, el resultado es inmediato. Supongamos ahora que el resultado es cierto
para n = k, con k < r + b, entonces:

P(Rit1) = P(Riqy | Ba)P(Ry) + P(Ri | BY)P(RT)

_ r—=1 r 4 _r b r(r+b-1) _ p
T or+b—17r+b r+b—1r+b ~ (r+b—1)(r+b) =~ 7r+b

EJjercicio 4.8. Consideremos una poblacion formada por familias en las cuales hay
a lo mas 5 hijos, de tal manera que los porcentajes de familias con 0, 1,2 3,4 y 5
hijos estan dados por 5%, 15%, 30%, 25%, 20% y 5%, respectivamente. Supongamos
ademds que la probabilidad de que un hijo sea vardn es igual a 0.5. Al seleccionar
una familia al azar de esa poblacion, ;cudl es la probabilidad de que todos los hijos
sean varones sabiendo que a) hay al menos un hijo varén? y b) la familia tiene por
lo menos un hijo?

Solucién

Definamos los eventos:
A: La familia seleccionada tiene al menos un hijo varén.

B: Todos los hijos de la familia seleccionada son varones.
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C' : La familia seleccionada tiene por lo menos un hijo.

H;: La familia seleccionada tiene j hijos.

(B | A) P(ANB) _ P(B|H1)P(H1)+:+P(B|Hs)P(Hs)
P(A) P(A[H1)P(H1)++P(A[Hs)P(Hs)
b+ (3) i+ (3) At (3) 2 +(l) 125
— 2100 2 100 2 100 100 2 100 — 140 __ 0 258799
O R EREO R EO e
P(BNC) _ P(BNC|H1)P(H1)+--+P(BNC|Hs)P(Hs)
b PIBIC) = ey = TR

— %%""(%)2%4_(%)3;750—"(%) %+(%)5130 _ ‘1332 = 0.205592

EJERCICIO 4.9. Se tienen 3 cartas; una de ellas es roja de ambos lados, la sequnda
es roja de un lado y blanca del otro y la tercera es blanca de ambos lados. Se elige al
azar una de las cartas y se coloca sobre una mesa. Sabiendo que el color que muestra
la carta seleccionada es rojo, scudl es la probabilidad de que del otro lado también sea
roja?

Solucion

P(R|RR)P(RR) _ 3
P(RR | R) = P(RIER)P(RR)+P(RIEB)P(RB)+P(RIBB)P(BB) %(11%)

wlN

EJjERrCICIO 4.10. Se tienen 4 escritorios, cada uno con dos cajones. Los dos primeros
escritorios contienen una moneda de oro en cada cajon, el tercero contiene una mo-
neda de plata en cada cajon y el cuarto contiene una moneda de oro en un cajon y
una de plata en el otro. Se elige un escritorio al azar, se abre un cajon al azar y
después el otro. Si en el primer cajon se encuentra una moneda de oro, scudl es la
probabilidad de que el sequndo cajon también contenga una moneda de oro?

Solucién

Definamos los eventos:

A;: Se elige el escritorio .

A: El primer cajén que se abre contiene una moneda de oro
B: El segundo cajén contiene una moneda de oro.

Entonces:
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_ P(AnB) _ P(A1UAR)
P(B[A) = =5y = P PO TP P(As) + PO P(AS) PO P

(S

4
5

[
+
=
+
=
NI

EJeErcIicio 4.11. La probabilidad de que un documento se encuentre en alguno de
los 8 cajones de un escritorio es igual a p. St el documento se encuentra en el
escritorio, es igualmente probable que se encuentre en cualquiera de sus 8 cajones.
Se busca el documento en 7 de los cajones y no se encuentre. Calcule la probabilidad
de encontrarlo en el octavo cajon.

Solucién

Definamos los eventos:

A: El documento no se encuentra en los primeros 7 cajones.
B: El documento se encuentra en el octavo cajén.

C: El documento se encuentra en el escritorio.

Entonces:

P(B| A) = BANB) _ PUANBIO)PO)+PANBICP(CY) _ G

T TP T T PAIOPOFPACHPCY) T (Lp+(-p) 8

EJERCICIO 4.12. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una seqgunda urna
contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar y sin reemplazo, 2 bolas
de la primera urna y se transfieren a la seqgunda; después de esto, se seleccionan, al
azar y sin reemplazo, 3 bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que entre
estas ultimas haya bolas de los dos colores.

Solucién

Definamos:

A: Entre las 3 idltimas bolas hay bolas de los dos colores.
Entonces:

P(A) = P(A| 2 rojas)P(2 rojas) + P(A | 2 blancas) P(2 blancas)

+P(A |1 rojay 1 blanca)P(1 rojay 1 blanca)
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L 1(8)(d) 2

OGN %(}% = g7 = 0.811852

2

EJjErcicio 4.13. Una urna contiene 2 bolas blancas y 1 negra; otra urna contiene 1
bola blanca y 5 bolas negras. Una bola elegida al azar es transferida de la primera urna
a la sequnda y, después de ésto, se extrae al azar una bola de esta ultima. Calcule la
probabilidad de que la bola que se transfiere sea negra bajo la hipdtesis de que en la
extraccion resulta bola blanca.

Solucién

Definamos los eventos:

B: en la extraccién resulta bola blanca.
Aj: la bola transferida es negra.

Ay: la bola transferida es blanca.

Entonces:

B P(B|A1)P(A;) 1
P(Al ’ B) - P(B|A1)P(A1)-1i-P(B|lAz)P(A2) 5

EJERCICIO 4.14. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual contiene 3 bolas
rojas y 6 blancas. Si la bola seleccionada es blanca, se devuelve a la urna, mientras
que si es roja, no se devuelve. Inmediatamente después se elige al azar otra bola de
la urna. Si se sabe que la sequnda bola seleccionada es roja, ;cudl es la probabilidad
de que la primera también lo sea?

Solucién

P(Rl ‘ Rg) — P(R2|R1)P(R1) __ P(R2|R1)P(Ry) %g

_ _ 3 _
P(Ry) = P(R2[R1)P(R1)+P(Ro[B1)P(B1) — 22438 = 11 — 0.272727

EJERCICIO 4.15. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual contiene 10 bolas
rojas y 5 bolas negras. Si la bola seleccionada es roja, se regresa a la urna, mientras
que si es negra, la bola seleccionada se regresa a la urna junto con dos bolas negras
mas. a) Calcule la probabilidad de que una sequnda bola que se seleccione al azar de
la urna sea negra. b) Si al seleccionar una sequnda bola al azar se obtiene una bola
negra, ;cudl es la probabilidad de que la primera bola que se selecciona también sea
negra?
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Solucién

Definamos los eventos:

A: La primera bola es roja.
B: La primera bola es negra.
C': La segunda bola es negra.

a. P(C)=P(C | A)P(A)+ P(C | B)P(B) =2 -1+ L. 5 = 55 —(.350477

15 153

b. P(B | C) = MCBPE) _ *7: — 21 (381818

EJERCICIO 4.16. De una urna que contiene 3 bolas rojas y 6 bolas blancas se selec-
ciona al azar una bola y se regresa a la urna junto con 3 bolas mas del mismo color;
inmediatamente después se selecciona al azar otra bola de la urna. Sabiendo que la
segunda bola seleccionada es roja, jcudl es la probabilidad de que la primera también
lo sea?

Solucion

Definamos los eventos:

A: La primera bola seleccionada es roja.
B: La segunda bola seleccionada es roja.
Entonces:

1
3 —

N[ =

P(A| B) = P(B|A)P(A) _

1
P(BIA)P(A)+ P(BIAP(AT) — 11412 — 2

W)

EJERCICIO 4.17. Se tienen dos urnas, la primera contiene 3 bolas blancas y 4 bolas
rojas, mientras que la sequnda contiene 6 bolas blancas y 3 bolas rojas. Un experimento
aleatorio consiste en lanzar una moneda balanceada una vez; si se obtiene cara, se
selecciona al azar una bola de la primera urna, si se obtiene cruz, se selecciona al
azar una bola de la segunda urna. Sabiendo que finalmente se obtiene una bola blanca,
scudl es la probabilidad de que se obtenga cara al lanzar la moneda?

Solucioén

Definamos:
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B: Se selecciona una bola blanca.
C': Se obtiene cara al lanzar la moneda.

Entonces:

_ PBIO)P(C) _ P(B|C)P(C) _ 9 _
e

EJjErCICIO 4.18. Una moneda desbalanceada estda hecha de tal forma que la probabi-
lidad de obtener cara es el doble de la probabilidad de obtener cruz. Un experimento
aleatorio consiste en lanzar dicha moneda una vez, si se obtiene cara, se selecciona al
azar una bola de una urna que contiene 9 bolas blancas y 3 bolas rojas, mientras que
st se obtiene cruz, se selecciona al azar una bola de otra urna que contiene 4 bolas
blancas y 8 bolas rojas. a) sCudl es la probabilidad de que se obtenga finalmente una
bola roja? b) Supongamos que como resultado del experimento se obtiene finalmente
una bola roja, ;cudl es la probabilidad de que en la primera parte de éste se obtenga
cruz al lanzar la moneda?

Solucién

a. P(R) = P(R |Cara) P(Cara) + P(R |Cruz) P(Cruz) = + 353 =1 =0.38889

win

3.
12

b. P(CI‘UZ| R) _ P(R|Cruz)P(Cruz) _

4
e =1 =10.57143

S~

EJERCICIO 4.19. En una cierta poblacion, el 70% de los individuos son hombres y el
30% son mugjeres. Se sabe que el 40% de los hombres de esa poblacion fuma, mientras
que de las mugeres lo hace el 60%. a) Si se seleccionada al azar una persona de dicha
poblacion, scudl es la probabilidad de que esa persona fume? b) Si se observa que
un individuo de dicha poblacion estd fumando, scudl es la probabilidad de que esa
persona sea una mujer?

Solucion

a. P(F) = P(F | H)P(H) + P(F | M)P(M) = (0.4)(0.7) + (0.6)(0.3) = 0.46

P(FIM)P(M 0.6)((0.3
b. P(M | F) = 2EZOE00 — L0 — 3913

EJERCICIO 4.20. Una compariia de sequros estima que en una cierta poblacion, el 30 %
de los individuos son propensos a tener accidentes. Estima ademds que la probabilidad
de que una persona propensa a tener dicho accidente lo tenga realmente, en un periodo
de un ano, es igual a 0.4, mientras que esta probabilidad se reduce a 0.2 para las
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personas no propensas. a) sCudl es la probabilidad de que un nuevo asequrado tenga
un accidente durante el primer anio de la poliza?. Si un asegurado tiene un accidente
durante el primer ano de la pdliza, scudl es la probabilidad de que b) esa persona
sea propensa a tener un accidente? y c) el asequrado tenga un accidente durante el
sequndo ano de la poliza?

Solucion

Definamos los eventos.

A: El asegurado es propenso a tener un accidente.

C': El asegurado tiene un accidente durante el primer ano.
D: El asegurado tiene un accidente durante el segundo afo.
a. P(C)=P(C|AP(A)+ P(C | A°)P(A°)

= (0.4)(0.3) + (0.2)(0.7) = 0.26

b. P(A| C) = 2G5 = C9003) — 04615

c. P(D) = P(D | A)P(A|C)+ P(D | A)P(A° | C)

= (0.4)(0.4615) + (0.2)(0.5385) = 0.2923

EJjERrcICcIO 4.21. Un estudiante presenta un examen de opcion mailtiple en el cual
cada pregunta tiene 5 posibles respuestas, de las cuales iinicamente una es la correcta.
Si el estudiante conoce la respuesta correcta, esa es la que selecciona, en otro caso
selecciona al azar una de las 5 posibles respuestas. Supongamos que el estudiante
conoce la respuesta correcta de 70% de las prequntas. Dada una pregunta que es
contestada correctamente, scudl es la probabilidad de que el estudiante conozca la
respuesta correcta?

Solucién

Definamos los eventos:
A: la respuesta es conocida.
B: la pregunta es contestada correctamente.

Entonces:
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P(A|B) = P(BIA)P(A) _ P(A)

_ 0.7 _
P(B) P(BIA)P(A)+P(B|A°)P(A¢) — 0.7+(0.2)(0.3) 0.92105

EJERCICIO 4.22. Un bolso contiene 3 monedas, una de las cuales estd acunada con
dos caras mientras que las otras dos monedas son normales (cara de un lado, cruz del
otro). Se escoge al azar una moneda del bolso y se lanza 4 veces en forma sucesiva.
Sabiendo que se obtiene cara en las 4 ocasiones que se lanza la moneda, ;cudl es la
probabilidad de que se seleccione la moneda con dos caras?

Solucion

Definamos los eventos:
A: Se selecciona la moneda con dos caras.
B: Se obtiene cara en cada uno de los 4 lanzamientos de la moneda seleccionada.

Entonces:

_ P(BIAP(A) _ P(A) 5 _8_
P(A ’ B) - P(B) - P(B|A)P(A)+P(B|AC)P(AC) - %_,'_?%6% - § — 088889

EJERCICIO 4.23. En una fdabrica hay dos mdquinas, A y B, las cuales producen el 40 %
y el 60% respectivamente de la produccion total. Se sabe que la mdaquina A produce
aproximadamente 3% de articulos defectuosos, mientras que la mdquina B produce
aproximadamente 5% de articulos defectuosos. Encuentre la probabilidad de que un
determinado articulo defectuoso sea producido por la mdquina A.

Solucién

_ P(D|A)P(A) _ (0.03)(0.4) _
P(A| D) = P(D]A)P(A)+P(D|B)P(B) ~ (0.03)(0.4)+(0.05)(0.6) — 0.28571

EJERCICIO 4.24. La probabilidad de que cada articulo producido por una mdquina
satisfaga el estandar es igual a 0.96. Cuando un articulo satisface el estandar, la
probabilidad de que pase el sistema de inspeccion es igual a 0.98, mientras que cuando
no lo satisface la probabilidad es de 0.05. Dado que un articulo pasa el sistema de
inspeccion, jcudl es la probabilidad de que satisfaga el estindar?

Solucion

Definamos los eventos:

A: El articulo seleccionado satisface el estdndar.
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B: El articulo seleccionado pasa el sistema de inspeccién.

Entonces:

_ P(BlA)P(4) _ P(B|A)P(A) — (0.98)(0.96) _
P(A| B) = P(B)  — PBIAPA)P(BIADP(A] — 099)(0.96)+ 005008 — 0-99788

EJERCICIO 4.25. Supongamos que una prueba de sangre de una cierta enfermedad
contagiosa es tal que las probabilidades de un falso negativo y de un falso positivo son
ambas iguales a 0.01. Supongamos ademds que la probabilidad de que una persona
elegida al azar esté contagiada es igual a p. sPara qué valores de p, estdn contagiadas
mds del 90% de la personas para las cuales la prueba resulta positiva?

Solucioén

Definamos los eventos:
A: La persona seleccionada estd contagiada.
B: La prueba resulta positiva.

Se sabe entonces que P(B¢| A) =0.01 , P(B | A°) =0.01 y P(A) = p. Por lo tanto:

__ P(BJA)P(A) _ P(B|A)P(A) _ 0.99 . 0.99
P(A|B) = P(B)  _ P(BJA)P(A)+P(B[A°)P(A%) O.99p+0.0]17(1—p) - 0.98p+]5.01

P(A|B) > 0.9 < 55022 > 0.9 < p > & = 0.0833

0.98p+0.01

0.99p

La gréfica de la funcién f(p) = go5 001

rangos de valores de p.

se muestra a continuaciéon para diferentes
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10T 10T 10—+
Yy 1 y i y 1
09T 09+ 09-
08T 0.8 T
0.7 T 0.7 T
06T 06T
05T 05T
04T 04T 04T
03T 03T 03T
02T 02T 02T
01T 01T 01T
00 T——+—— 0.0 —F+——+— 0.0 ~+—+—+—+—+—+—++—+
0.000 0.005 0.010 0.02 0.04 0.2 04 06 08 1.0
X X X

EJERCICIO 4.26. En un juicio, se estd demandando a un hombre pension alimenticia
para un nino, por ser el supuesto padre; sin embargo, el demandado asegura no ser
el padre del nino. El abogado de la demandante argumenta que se ha encontrado en
el mino una caracteristica genética que pose el padre, la cual se presenta unicamente
en el 1% de la poblacion adulta y, cuando estd presente, se transmite con sequridad
de padre a hijo. El abogado anade que, a priori no se sabe si el hombre demandado
es el padre del nino, de manera que la probabilidad de que lo sea es igual a %, pero,
dado que se ha encontrado en el nino la caracteristica genética que posee el hombre, la
probabilidad de que el demandado sea realmente el padre del nino es casi igual a 1. a)
Encuentre la probabilidad cercana a 1 a la cual hace referencia el abogado. b) ;Qué se
podria argumentar en contra del razonamiento que hace el abogado de la demandante?
¢) Supongamos que, antes de disponer de la informacion sobre la presencia en el nino
de la caracteristica genética que posee el hombre, el juez habia determinado que la
probabilidad de que el hombre sea el padre del nino es igual a p. ;Cudl es la nueva
probabilidad P de que el hombre sea el padre del nino que determinaria el juez una
vez que dispone de la nueva informacion? d) Para 0 < p < 0.1, grafigue P como
funcion de p. e) Determine los valores de p para los cuales P resulta cercana a 1
(témese como cercana a 1 una probabilidad mayor que 0.99).

Solucion

Definamos los eventos:

A: El demandado es el padre del nino.
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B: El nino tiene la caracteristica genética que posee el demandado.

Entonces:

B P(B|A)P(A) _
P(A| B) = P(BJA)P(A)+P(B[A°)P(Ac) — p+0.011)(1—p)

a. P(A|B) = 0.5+00.651(0.5) = 7071 = 0.9901

b. No hay razén para decir, a priori, que la probabilidad de que el hombre demandado
sea el padre del nino es igual a %

c¢. P(A|B)= p+0.011)(1—p) = 0.99pp+0.01
d.
Y oe
0.6-
041
0.2-“
0.0-=I=I=I=I=I=I=I=I=I=I
0.00 001 0.02 0,03 0.04 0.05 0.06 007 0.08 0.09 010
e. m > 0.95 cuando p > 0.15966.
m > 0.99 cuando p > 0.49749.

EJERCICIO 4.27. Un médico llegé a la conclusion de que la probabilidad de que su
paciente, Fernando Flores, padezca una cierta enfermedad es igual a 0.6. El médico
sigue una regla segin la cual cuando la probabilidad de que un paciente padezca dicha
enfermedad es 0.8 o mds entonces recomienda cirugia, pero si la probabilidad es menor
a 0.8 entonces recomienda estudios adicionales, los cuales son costosos y dolorosos.
Por tal motivo, el médico recomienda al Sr. Flores hacerse un estudio, resultando
positivo. Dicho estudio tiene la caracteristica de resultar positivo en todos los casos
en que la persona padece la enfermedad y negativo en los casos en que la persona no
padece la enfermedad y el resultado del estudio no es alterado por otros padecimientos
del paciente. FEl resultado del estudio indicaba al médico que debe de recomendar
cirugia, sin embargo, después de realizado el estudio, el Sr. Flores informa al médico
que padece de diabetes, lo cual no habia contemplado el médico hasta ese momento.
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Esta informacion pone en duda al médico pues el estudio que le practicaron al Sr.
Flores resulta positivo en 30% de los casos en que el paciente no padece la enfermedad
pero es diabético. ;Qué debo recomendar?, se pregunta el médico, sotro estudio o
cirugia?

Solucion

Definamos los eventos:
A: El Sr. Flores padece la enfermedad.

B: El estudio resulta positivo.

Entonces:
P(A) =0.6
P(B|A) =
P(B | A°) =0.3
_ P(B|A)P(A) _ 6 _
P(A| B) = P(BJA)P(A)+P(BJA°)P(A¢) — 0.6+(0.3)(0.4) 0.8333

Asi que el médico debe de recomendar cirugia.

EJeRrRCICIO 4.28. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la probabilidad
de obtener el nimero k es igual a ck, donde c es una constante y k € {1,2,3,4,5,6}.
Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado; si se obtiene como resultado
el niumero k, se lanza una moneda balanceada k veces. Dado que al lanzar la moneda
se obtiene por lo menos una cara, scudl es la probabilidad de que se obtenga el nimero
2 al lanzar el dado?

Solucién

Definamos los eventos:
A: Se obtiene por lo menos una cara.
Bj: Se obtiene el nimero j.

Entonces:

_ P(AB)P(Bs) _ P(A|B2)P(B2)
P(By | A) = ==p(ay " = BAB)PB) +--+ P(ABe P(Ba)
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3
1 23,17 4% 15 5 31,263
Hogtaatestaetantia

EJjercicio 4.29. Un dado balanceado es lanzado 5 wveces. Después de cada lanza-
miento se coloca en una urna A una bola blanca cuando el resultado es el nimero 6
y una bola roja cuando el resultado no es el nimero 6. Inmediatamente después, se
seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 bolas de la urna. Dado que las 3 bolas selec-
cionadas son blancas, scudl es la probabilidad de que la urna contenga unicamente
bolas blancas?

Solucion

Definamos los eventos:
A;: Se obtiene j veces el nmimero 6.
B: Las 3 bolas seleccionadas son blancas.

Entonces:

_ P(BlA5)P(A5) _ P(B|A5) P(As)
P(As | B) = =55y~ = BBy P(As) 5 P(B| A P(A) TP (BT A P(AS)

) _5
= 55 = 0.0147493

EJERrcCICIO 4.30. Se tienen dos urnas, la primera contiene 4 bolas rojas y 6 bolas
blancas, mientras que la sequnda contiene 8 rojas y 2 blancas. Se seleccionan, al azar
y sin reemplazo, 2 bolas de la primera urna y se transfieren a la sequnda. Inmedia-
tamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, 2 bolas de la sequnda urna.
Sabiendo que finalmente se obtienen 2 bolas blancas, ;cudl es la probabilidad de que
se transfieran 2 bolas blancas de la primera urna a la sequnda?

Solucién

Definamos los eventos:
A;q: Se transfieren 2 bolas blancas.

Ag: Se transfieren 2 bolas rojas.
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As: Se transfiere 1 bola blanca y 1 roja.
B: Se obtienen finalmente 2 bolas blancas.
Entonces:
P(B)=P(B| A1)P(A1) + P(B | Ay)P(As) + P(B | As)P(As3)
_ G0 6006 606 1

= R TER + TET RS + 7R =k tm =
122> 120) (122) (120) (122) (120) 33 495 165 495

o

1

P(A; | B) = 2SR — 3t =33 = 053571

EJjErCICIO 4.31. Una moneda balanceada es lanzada 5 veces. En cada lanzamiento se
coloca en una urna una bola blanca cuando el resultado es cara y una bola roja cuando
el resultado es cruz. En sequida se sacan con reemplazo n bolas de la urna. Calcule
la probabilidad de que la urna contenga unicamente bolas blancas bajo la hipdtesis de
que las n bolas extraidas son blancas.

Solucién

Definamos los eventos:

Aj: Se obtienen k caras al lanzar la moneda 5 veces.
B: Las n bolas seleccionadas son blancas.

Entonces:

1

5
_ P(BJAs5)P(As) _ P(As) _ (3) _ 1
P(As | B) = ==5mr — = S5 pmagpian = S ORAIOEEDTOKA)

Se puede encontrar una cota inferior para esta probabilidad; en efecto:

Yo ()" () =20 (1-5)" ()
Pero:

(1—§)n<e’n?k(1—x<e_$six§1)

Por lo tanto:
S ()" () < Sy (e = (18’

Asi que:
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P(As | B)> (1+e3)"

Se ve asi, como era de esperarse, que cuando n es muy grande esta probabilidad es
cercana a 1.

EJERCICIO 4.32. Supongamos que disponemos de 5 urnas de tal manera que 4 de ellas
contienen 3 bolas rojas y 3 bolas blancas cada una, mientras que la quinta contiene 5
bolas blancas y 1 bola roja. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, 3 bolas de una de las 5 urnas, la cual se selecciona también al azar.
Sabiendo que las 3 bolas seleccionadas son blancas, ;cudl es la probabilidad de que se
seleccione la urna con 5 bolas blancas?

Solucién

Definamos los eventos:
A: se selecciona la urna con 5 bolas blancas.
B: las 3 bolas seleccionadas son blancas.

Entonces:

—
w ot
—"

L
WO
—|

A)P(A
P(A]B) = P55 = ¢

=2 =0.71429

ot
N—"
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CAPITULO 5

LA ADITIVIDAD NUMERABLE

EJERrRCICIO 5.1. Resuelva los ejemplos 5.11 y 5.12 siguiendo el método de Huygens,
es decir, utilizando probabilidades condicionales.

Solucién

Ejemplo 5.11 Tres personas, P, Q y R, colocan doce fichas en una urna, 4 de ellas
son blancas y 8 negras. Juegan sacando por turnos una ficha al azar de la caja,
reemplazéndola después y con la condicién de que el primero que saque una ficha
blanca gana el juego. Suponiendo que el primer turno es de P, el segundo de Q y el
tercero de R, calcule las probabilidades que cada jugador tiene de ganar.

Definamos los eventos:

A: P gana el juego.

B: Q gana el juego.

C: R gana el juego.

Aj: P gana el juego en su primer turno.

B;: Q gana el juego en su primer turno.

C1: R gana el juego en su primer turno.

Entonces:

P(A) = P(A;))+ P(ANA{NB{NCY) = P(A))+ P(A | AN BSNCS)P(ASNB{NCY)
= P(A) + P(A)PA N BINCY) = 4+ (3)° P(A)

Asf que, P(A) = 2.

19
73
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P(B) = P(ASN By) + P(BN A{ N BfNCY)
= P(ASN By) + P(B | AS N BS N CS)P(AS N B N CY)

Ejemplo 5.12 Tres jugadores, P, Q y R, juegan partidas por parejas en cada una

de las cuales la probabilidad que cada jugador tiene de ganar es %; quien gane una

partida juega con el otro jugador hasta que uno de los jugadores gane dos partidas
consecutivas, ganando entonces el juego. Suponiendo que comienzan jugando P contra
Q, calcule las probabilidades que cada uno tiene de ganar el juego.

Definamos los eventos:

A: P gana el juego.

B: Q gana el juego.

C: R gana el juego.

Py P gana la k-ésima partida.

Qr: Q gana la k-ésima partida.

Ry: R gana la k-ésima partida.

Entonces:

P(C)=P(PPNRyNR3)+P(QiNRyNR3)+ P(CNPINRyNQ3N Py)
+P(CNQ1NRNQ3N Py)
=2P(PPNRyNR3)+2P(CNPLNR,NQ3N Fy)

=14+2P(C | PANRyNQsNPY)P(PINRNQ3NPy) =14+ 1P(C)

Asf que, P(C) = 2.
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P(B)=P(A)=P(PLNP)+P(ANPINRyNQ3)+P(ANQ1 N Ry)
PA|PANRyNQ3)P(PLNRyNQs)+ P(A] Q1N Re)P(Q1 N Ry)
P(C)+1P(C) = %
Otro método:

P(C)=P(PPNRyNR3)+P(QiNRy;NR3)+ P(CNPLNRyNQE3N Py)
+P(CNQINRyNQ3N Py)

=2P(PLN Ry NR3)+2P(CNP NRyNQ3N Py)
=142P(C|PANRyN@QsNP)P(PINRyNQsNPy) =1+ 1P(C)

Asf que, P(C) = 2.

N

Sea D el evento ‘ninguno de los jugadores gana el juego’, entonces, para cualquier
n € N, se tiene:

PD)<P(PPNRNQ3sNPiNRsNQs NN Pspo N Ryp1 N Qsy)
FP(@Q N RyN PN QuN RN Py -+ N Qs g N Ray 1 N Py) = (37
Asi que, P(D) = 0.

Por lo tanto, P(A) + P(B) + P(C) =1 y entonces:
P(B)=P(A)=3[1-P(C) =5
Otro método:

P(A|P)=P(P| P)+P(ANRy | P)
=1+ P(A| PANR)P(Ry | P) = § + 3P(B| P1)

P(B|P))=P(BNRy| P)=P(B|AiNRy)P(Ry| P1) = %P(C’ | Pp)
P(C | Py)=P(CNRy| P) = P(C | AN Ry)P(Ry | Ay) = LP(A| P)
Asf que:

PA| P) =14

P(B|P) =
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P<C | P1) = %
P(A)=P(ANP)+P(ANQ1) = P(A| P)P(P) + (A|Q1) (Q1)
= P(A|P)P(P)+P(B|P)P(Q) =3P(A| P)+3P(B|P)=3+1=1

Otro método:

P(A)=PANP)+PANQ,) =PA| P)P(P)+ P(A|Q1)P(Q1)
P(A|P)=P(P | P)+P(ANRNQsN Py | Py)

=1+ PA|PINRNQsNP)P(RaNQsN Py | P) =3+ :P(A| P)
Asf que, P(A | P) = 4

P(A| Q1) =P(ANRyNP; | Q1) =P(A| Qi N RN Py)P(RoN Py | Q1)
—1p(a| P) =}

Por lo tanto:

P(C)=P(CNP)+P(CNQ,) =2P(CNP)=2P(C|P)PP)=P(C|P)
= P(CNRy | P)=P(C|PNRy)P(Ry| P\) = LP(A| P) =2
Otro método:

P(A)=P(ANP)+PANQ1N Ry N Ps)

PA|P)P(P)+PA|QiNRyNP3)P(Q1 N RyN Ps)

=1P(A|P)+iP(A| P)=35P(A| P)
P(A)=P(P,NP)+P(ANP,NRyNQsNPy) +P(ANQ1 N Ry N Py)
=1+L1PA|P)+iPA|P)=1+2PA]|P)
Asf que, P(A| P) =1y P(A) = 2.

14



5. LA ADITIVIDAD NUMERABLE s
P(B) = P(A) = 5
P(C) = P(CNP) + P(CNQ,) =2P(CNP) =2P(C N P,NRy)
= 2P(C | PN Ry)P(PLNRy) = LP(A| Py) = 2

EJERCICIO 5.2. Muestre que los siguientes problemas caen dentro de la categoria de
problemas descritos en la proposicion 5.9 y encuentre las probabilidades que se piden.

a) Dos jugadores, A y B, juegan a lanzar sucesivamente un par de dados, con la
condicion de que A ganard el juego en el momento en que obtenga 6 puntos, mientras
que B lo ganard en el momento en que obtenga 7 puntos. A tiene el primer turno y
después, comenzando con B, cada uno de ellos tendrd dos oportunidades consecutivas
de ganar. ;Qué probabilidad tiene cada jugador de ganar el juego?

b) Tres jugadores, A, B y C, juegan un juego consistente en seleccionar, por turnos,
una ficha, al azar y con reemplazo, de una caja que contiene 4 fichas blancas y 8
negras. Si el ganador es el primero que obtenga una ficha blanca, ;qué probabilidad
tiene cada jugador de ganar el juego?

Solucién

a. Para cada lanzamiento, definamos como éxito al hecho de que el jugador que lanza
los dados gana el juego en ese lanzamiento. De esta forma, los ensayos se pueden
clasificar en dos tipos: los ensayos en donde tira A de tipo T}, con probabilidad de
éxito p1 = % y los ensayos en donde tira B de tipo T5, con probabilidad de éxito p, =
%. Definiendo t; = 1 y ts = 1, el juego se acaba cuando, para alguna i € {1,2}, se
obtienen t; éxitos en los ensayos de tipo 7;.

Cada posible resultado de este juego puede representarse ya sea mediante una sucesion
finita (F,..., F,S) formada por fracasos consecutivos seguidos de un éxito, o bien
mediante una sucesién infinita (F, F) . ..) formada exclusivamente por fracasos.

P(A) = pr+pi((1=p1)(1 = p2)? 35520 (1 = p1)** (1 — p2)**
+p1((1 = p1)*(1 = p2)® 3000 (1 = p1)* (1 — pa)**
= p1+p1((1—p1>(1—p2)2m+p1((1—p1)2(1—p2)2m = 0.33059

en donde pq, ps son las probabilidades, respectivamente, de obtener 6 y 7 puntos al
lanzar el par de dados, es decir p; = % yp2 = %.

Este problema fue propuesto a Huygens por P.Fermat en junio de 1656.

2Este problema fue propuesto por C. Huygens en su libro.
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b. Para cada eleccion de la ficha, definamos como éxito al hecho de obtener una ficha
blanca. De esta forma, los ensayos son de un sélo tipo, con probabilidad de éxito p =
%. El juego se acaba cuando se obtiene un éxito.

PA =3+ () 4+ (B 5+ = o =
3 6 21
PB) =3+ () 3+ () 3+ = =g
. 3 (22 6 (22 3
PO) = ()7 1+ (2 ()" 2+ (D) (@) L+ =85 4

EJERCICIO 5.3. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador, si a +b > 3,
entonces Q' no es numerable.

Solucién

Problema de la ruina del jugador: dos jugadores, A y B, los cuales poseen, respec-
tivamente, a y b fichas, juegan partidas consecutivas en cada una de las cuales las
probabilidades de que A y B ganen son, respectivamente, py ¢ = 1—p y de tal manera
que en cada una de ellas el perdedor dard una de sus fichas al vencedor. El ganador
del juego es aquel que en algiin momento llegue a poseer la totalidad de fichas.

El experimento aleatorio asociado con este problema puede verse como la realizacién
de una sucesién de ensayos de Bernoulli de tal forma que se obtiene éxito en el ¢-ésimo
ensayo si el jugador A gana la i-ésima partida. El experimento se termina cuando
uno de los dos jugadores posee la totalidad de las fichas.

Si a =1, O contiene a todas las sucesiones que comienzan con un éxito seguido de
parejas éxito-fracaso o fracaso-éxito, es decir, sucesiones de la forma:

(1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,...)

De la misma manera, si b = 1, Q! contiene a todas las sucesiones que comienzan con
un fracaso seguido de parejas éxito-fracaso o fracaso-éxito. Finalmente, si tanto a
como b son mayores que 1, entonces Q! contiene a todas las sucesiones formadas de
parejas éxito-fracaso o fracaso-éxito.

Pero el conjunto de sucesiones formadas de parejas éxito-fracaso o fracaso-éxito re-
presenta al conjunto de nimeros reales en el intervalo [0, 1] que, escritos en base 4,
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tnicamente utilizan el 2 (10) y el 1 (01) en su expansién. Este conjunto es no nu-
merable pues, asociando la pareja 01 con 1 y la pareja 10 con 0, se puede poner en
correspondencia con todos los nimeros del intervalo [0, 1] escritos en base 2.

EJERCICIO 5.4. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador:

Z{weQF}p(w) =1

Solucién

Para cada j € {1,...,a+ b — 1}, consideremos el problema de la ruina del jugador
en donde los jugadores A y B comienzan con j y a + b — j fichas, respectivamente.
Denotemos por &; al experimento aleatorio asociado con ese juego y por §2; al espacio
muestral de &;.

Demostraremos que Z{weﬂp} p(w) = 1 para cualquier j € {1,...,a+b— 1}.
J

Definamos Qf = QF, = ¢, So = Soyp =1, y, para j € {1,...,a+b—1}, S; =
Z{WGQF}p(u}). Entonces, Para j € {1,...,a+ b — 1}, se tiene:
J

QF ={(0,51,...50) 1 (51,...80) € QT FU{(L,51,...80) 1 (51,...5,) €

Por lo tanto:
Sj = qSj—1+pSjs1

Esto establece una ecuacion en diferencias. Para resolverla la escribiremos en la
siguiente forma equivalente, la cual se obtiene escribiendo S; = S;(p + q):

q(S; = Sj-1) = p(Sj+1 — 5;)
De aqui se sigue:
J
Sj+1 =55 = (%) (51— So)
Asi que:
S;—So="0_1(Si — Sic1) = (S1 — So) Zf;ol(%)i, para j € {1,...,a+b}.

Pero S,4» = So, asf que, S1 — Sy = 0, lo cual implica S; = Sy = 1 para cualquier
jed{l,...,a+b—1}.
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EJERCICIO 5.5 (Problema de los N jugadores). N jugadores, Aj,As, ... Ay,
compiten por parejas de tal manera que en cada competencia cada uno de ellos tiene
una probabilidad de ganar igual a % Primero A, compite contra Ay y el ganador
compite contra As; el nuevo ganador compite contra Ay, etc. El ganador del juego es

el primer jugador que logre vencer a los otros N — 1 jugadores de forma consecutiva.

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como la realizacion
de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Bs, . .., en donde By es éxito si el jugador
P gana la primera partida y, parai > 1, By es éxito si el jugador que gand la i-ésima
partida gana también la que sigue. Con estas convenciones, el juego se termina en el
momento en que se obtienen, por primera vez, N — 2 éxitos consecutivos después del
primer ensayo.

FEl espacio muestral 2 de £ puede descomponerse en dos subconjuntos QF y Qf, en
donde QF es el conjunto de resultados de las sucesiones finitas de ensayos de Bernoulli
que terminan con la primera ocurrencia de N — 2 éxitos consecutivos después del
primer ensayo y Q! es el conjunto de resultados de las sucesiones infinitas de ensayos
de Bernoulli para las cuales nunca se obtienen N — 2 éxitos consecutivos después del
primer ensayo. Como antes, cada elemento de QF puede representarse mediante una
sucesion finita (s1,...,s,) de 0’s y 1’s y cada elemento de Q' puede representarse
mediante una sucesion infinita (s1,S2,...) de 0’s y 1’s, en donde s; = 0 y s; = 1
representa, respectivamente, un fracaso y un éxito en el i-ésimo ensayo. Ademds, si

w=(S1,...,5,) es una coleccion finita de 0’s y 1’s, definimos p(w) = 2%

Demuestre que:

a) Si N > 4, entonces Q' no es numerable.

b) > plw) =1

weNt

Solucién

a. QO contiene a todas las sucesiones que comienzan con 0 6 1, seguido de parejas
éxito-fracaso o fracaso-fracaso, pero el conjunto de sucesiones formadas de parejas
éxito-fracaso o fracaso-fracaso representa al conjunto de niimeros reales en el intervalo
[0, 1] que, escritos en base 4, inicamente utilizan el 2 (10) y el 0 (00) en su expansién.
Este conjunto es no numerable pues, asociando la pareja 01 con 1 y la pareja 00 con 0,
se puede poner en correspondencia con todos los nmimeros del intervalo [0, 1] escritos
en base 2.

Otro método:
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Consideremos primero el caso N = 4.

Sea T' el conjunto de las sucesiones de 0’s y 1’s que contienen una infinidad de 0’s y
una infinidad de 1’s. El complemento de T" es numerable, asi que 7" es no numerable.

Consideremos entonces la funcién f : T — Q! definida por:
(0,0,1,0,1...)— (0,0,1,0,0,1,0,...)

la cual se obtiene reemplazando cada 1 de z € T por la pareja 1,0 y cada 0 de z por
0.

La funcién f es inyectiva, asf que entonces 2! es no numerable.

Para el caso general de N jugadores (con N > 4), Q! contiene al Q! correspondiente
al caso N = 4. Por lo tanto, Q' es no numerable en el caso general.

b. Definamos S =}, .qry y denotemos por C' a la coleccién de todas las sucesiones

finitas (¢1,t,...,t,) de 0’s y 1’s que contienen exactamente una subsecuencia de N —2
1’s consecutivos y que terminan con esa subsecuencia, es decir:

C:{(tl,...,tn)e@:nzN—szfjtn_k:N—Z,

g;)3tj+k <N—QparajEO,l,...,n—(N—Q)}
en donde to = 0.
Definamos ahora:
By={w e :w=1(0,t1,...,t,), (t1,...,t,) € C para alguna n € N}
Bi={weQf:w=(1,t,...,t,), (t1,...,t,) € C para alguna n € N}
Entonces, como Q2 = By U By, se tiene:
S=2 e PW) + 2 twen P@) = 43 1oy PW) + 0D ey PW) = D recy P(W)
Finalmente, definamos:
={wed:w=(0,ty,...,t,),(t1,...,t,) € C para alguna n € N}

={wed:w=

(

Ci={wed:w=1(1,0,t4,...,t,),(t1,...,t,) € C para alguna n € N}
(1,1,0,t1,...,tn), (t1,...,t,) € C para alguna n € N}
(

={wed:w=(1,1,1,0,t1,...,t,),(t1,...,t,) € C para alguna n € N}
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Cys={wed:w=1_(s1,...,5v-3,0,t1,...,t,), (t1,...,t,) € C para alguna n € N}
Cn_2={(s1,...,5n_2)}

endonde s1 = sy =...=5sy_o = 1.

Se tiene, C' = U]kV:_OQC’k, asi que:

S = Z{wec} pw) = Z{weco}p(w) + Z{wecl}p(w) +...+ Z{wchﬂ}p(W)
=qS+qpS+ qp*S + ...+ NS 4+ pN 2

Resolviendo esta ecuacién para S, obtenemos S = 1.

EJERCICIO 5.6. Dos personas, A y B, quedan de verse en un determinado lugar a las
12 horas. Cada una de ellas llega al lugar de la cita en un tiempo al azar entre las 12
y las 12 : 30 horas. Una vez que llega al lugar de la cita, la persona A estd dispuesta
a esperar a lo mds b minutos a que llegue la persona B, mientras que la persona B
estd dispuesta a esperar a la persona A a lo mds 10 minutos. ;Cudl es la probabilidad
de que las dos personas se encuentren?

Solucioén

Sean x y y los tiempos de llegada al lugar de la cita de A y B, respectivamente.
Las dos personas se encuentransiz <y <z +5boy <z <y+ 10.

El drea de esta regién es (30)% — 1(25)% — 1(20)?; por lo tanto llamando A al evento
‘A y B se encuentran en el lugar de la cita’, tenemos:

_ (30)2-1(25)2-1(202 1(5\2 1/(2\2 _ 31 _
P(A)="=—gm2—=1-5(3) —5(3)" =% =0.430556



5. LA ADITIVIDAD NUMERABLE 83

EJERCICIO 5.7. En una parada, el primer autobis del dia pasa en un tiempo al azar
entre las 7 : 00 y las 7 : 15 hrs. St una persona llega a la parada en un tiempo al azar
entre las 7: 10 y las 7 : 15 hrs., jcudl es la probabilidad de que la persona llegue a la
parada antes que el primer autobis del dia?

Solucién

Sean = y y los tiempos de llegada a la parada del autobis y de la persona, respecti-
vamente.

Se tiene 10 < 2 < 15, 0 < y < 15 y la persona llega a la parada antes que el primer
25

autobis del dfa si x < y, asf que la probabilidad buscada estd dada por % = %.

EJERCICIO 5.8. Para ir de una parte de la ciudad a otra, una persona puede tomar
cualquiera de dos transportes, los cuales siguen rutas distintas, identificadas con las
letras A y B. Los transportes que siguen la ruta A salen cada 15 minutos comenzando
a las 7 de la manana, los que siguen la ruta B salen también cada 15 minutos pero
comienzan a la 7 : 05 de la manana. La persona en consideracion llega siempre al
inicio de las rutas en un tiempo al azar entre las 7 y las 8 de la manana y toma el
primer transporte que salga después de su llegada. ;Cudl es el porcentaje de veces en
que la persona toma el transporte que sigue la ruta A?

Solucién

La persona toma el transporte que sigue la ruta A si y sélo si llega al inicio de las
rutas a las 7 : 00 o dentro de cualquiera de los intervalos de tiempo (7 : 05,7 : 15],
(7:20,7 :30], (7:35,7:45] y (7:50,8 : 00]. La suma de las longitudes de estos
intervalos es igual a 40 minutos; por lo tanto, la persona toma el transporte que sigue
la ruta A un 66.66% de veces.
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EJERCICIO 5.9. Sea Aj, As, ... una coleccion de eventos tales que P(A,) = 1 para
cualquier n € N. Demuestre que P ((,—; A,) = 1.

Solucién

P(ﬂff:l A)=1-P [(ﬂle An)c] =1- P(Ufle AL) = 1— 2211 P(A7) =1
EJjercicio 5.10. Sean Aq, A, ... y By, Bs, ... dos colecciones de eventos tales que:
lim, .. P(A,) =1 ylim, ., P(B,) =p

Demuestre que lim,, ., P(A, N B,) = p.

Solucién

P(B,) = P(B,NA,)+ P(B,NAS)

Pero lim,, .o, P(B, N A;,) < lim,, .., P(A5,) = 0.

Asi que:

lim, .. P(A,NB,) =lim, ., P(B,) =p

EJERCICIO 5.11. Demuestre las proposiciones 5.41, 5.42 y 5.43.

Solucién

Proposicién 5.41 Todo intervalo de R es boreliano.

(x,00) = (—o00, x]°

(=00, ) = Uy (=00, — 7]

[z, 00) = (—00,x)°

(a,b) = (—00,b) = (=00, 4]
(a,b] = (=00, b] = (—00,d]
[a,0) = (—00,b) = (=00, a)
[a,b] = (=00, b] = (—00,a)

Proposicién 5.42 Los subconjuntos abiertos y los subconjuntos cerrados de R son
borelianos.
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Todo conjunto abierto es unién numerable de intervalos abiertos y el complemento
de todo conjunto cerrado es abierto.

Proposicién 5.43 La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R estd generada por
cualquiera de las siguientes familias de subconjuntos.

a) Los intervalos de la forma (z, 00).
b) Los intervalos de la forma (—oo, x).
c) Los intervalos de la forma [z, c0).
d) Los intervalos de la forma (a, b].

e) Los intervalos de la forma [a, b).

f) Los intervalos de la forma (a,b).

g) Los intervalos de la forma [a, b].

h) Los conjuntos abiertos.

i) Los conjuntos cerrados.

a. (—o0, 2] = (z,00)°

b. (—o0,z] = (o (00, + )

c. (—o0,z] = [UpLy [z + ., 00)]

d. (—o0,z] =2 (—n, 2]

. (—o0,a] = [Upyfe + 5.m)]°

£ (=00, 2] = [UpZy(z, n))*

g (=002 = U, [-n, 2]

h. Los intervalos de la forma (a, b) son conjuntos abiertos.

i. Los intervalos de la forma [a, b] son conjuntos cerrados.

EJERCICIO 5.12. Demuestre la proposicion 5.46.
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Solucion

Proposicién 5.46 Si {A,} es una familia finita o infinita numerable de conjuntos de
medida cero, entonces A = U, A,, tiene medida cero.

Dada € > 0, consideremos, para cada n € N, una coleccién finita o infinita numerable

de intervalos abiertos {I,:} tales que A, C (U, Tnr ¥ 24 [(Ink) < 5. Entonces la

coleccién de todos los intervalos I, es numerable, A C UnJ€ Ly kal(lnk) <

Y omeq 37 = €. Asf que A tiene medida cero.

EJERCICIO 5.13. Demuestre las proposiciones 5.69 y 5.70.

Solucién

Proposicién 5.69 Si f : R® — R™ y g : R™ — RP son borelianas entonces g o f es
boreliana.

Sea B un boreliano de R?, entonces g~*(B) es un boreliano de R™. Por lo tanto,
(go f)~Y(B) = f1(g7'(B)) es un boreliano de R".

Proposicién 5.70 Toda funcién continua f : R™ — R™ es boreliana.

La familia de subconjuntos B de R™, tales que f~!(B) es un boreliano de R", forma
una o-dlgebra de subconjuntos de R™ la cual contiene a los conjuntos abiertos de R™,
por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R™.

EJERCICIO 5.14. Demuestre el corolario 5.72.

Solucién

Corolario 5.72 Si f : R+— Ry g : R — R son borelianas y a,b,a € R con o« > 0,
entonces af + b, |f|%, f+ g, fg, mdx(f,g) y min(f, g) son borelianas.

La funcién = — af(z) + b es la composicién de f y la funcién continua g(z) = ax + b.
La funcién z — | f|* es la composicién de f y la funcién continua g(z) = |z|”.

La funcién z +— f(z) + g(x) es la composicién de la funcién continua h : R? — R
definida por h(z,y) = z+y y la funcién H : R — R? definida por H(z) = (f(x), g(x)),
la cual es boreliana.
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La funcién x — f(x)g(x) es la composicién de la funcién continua h : R? — R definida
por h(x,y) = xy y la funcién H : R — R? definida por H(z) = (f(z),g(x)), la cual
es boreliana.

La funcién o — méx (f(x), g(z)) es la composicién de la funcién continua h : R? — R
definida por h(z,y) = méx(x,y) y la funciéon H : R — R? definida por H(z) =
(f(x),g(x)), la cual es boreliana.

La funcién x +— min (f(z), g()) es la composicién de la funcién continua h : R? — R
definida por h(z,y) = min(z,y) y la funcién H : R +— R? definida por H(z) =
(f(x),g(z)), la cual es boreliana.






CAPITULO 6

VARIABLES ALEATORIAS

EJERCICIO 6.1. Sea X una variable aleatoria continua. Exprese P[|X — 1| > 2] en
términos de la funcion de distribucion, Fy, de X.

Solucién

P[IX-1>2]=P[X—-1>2]+P[X—-1<-2]=P[X >3]+ P[X < —1]
=1-P[X <3 +P[X<-1]=1-Fx(3)+ Fx(-1)

EJERCICIO 6.2. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:

0 six <0
1g2 sixz e 0,1)

Fy(e)={ 8 sizell,2)
%(m—l—l) six € [2,3)
1 stx >3

Encuentre a) P |3 <X <2],b) P[X <1],¢) P[X=1]yd) P[X =1].
Solucién

n Pi<X<f=PlX<f-PX<i=iG+D-1=}

b. PIX <1] =1

c. P[IX=1]=

=

d P[X=1]=0

EJERCICIO 6.3. Dé un ejemplo que una funcion de distribucion discreta que sea es-
trictamente creciente.

89
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Solucion

Sea {ry,rs,...} el conjunto de nimeros racionales y definamos la funcién F : R — R
de la siguiente manera:

F ({L‘) = Z{keN:rkSm} QL’“

EJERCICIO 6.4. Sea f la funcion definida por:

r+1 st —1<x<0
flz)=¢ 20 -6 si3<z<c
0 en otro caso

donde c es una constante. a) Determine el valor de ¢ de tal manera que f sea una
funcion de densidad. b) Encuentre la funcion de distribucion correspondiente a f.

Solucién
[° (@ 4+ V)da + [ 2(x — 3)dz = 1 + (c — 3)?

Asiquec:3+%\/§

0 six < —1
Lz+1)?  size[-1,0)

F(x)={ 1 size0,3)
I+ (x-3)* size (3¢
1 six>c

EJERCICIO 6.5. Sea f la funcidn definida por:

[ C@*—2z) si0<z<?
flz) = { 0 en otro caso

donde C' es una constante. ;Podria ser f una funcion de densidad?

Solucién

fog (23 — 2x)dx = %
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Por lo tanto, para que f sea una funcién de densidad se requiere que C' = 225 Pero

si C' > 0, se tendria f(x) = C(23 — 22) = Cx(2? — 2) = Cz(z — \/5)(35 4 \/_) <0,
para 0 < = < v/2, lo cual no es admisible para una funcién de densidad.

EJERCICIO 6.6. El volumen de ventas (en miles de galones) por semana de una
estacion de gasolina es una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

51—t si0<z<1
flz) = { 0 en otro caso

Si la estacion es abastecida de gasolina una vez por semana, ;cudl debe ser la capaci-
dad del tanque para que la probabilidad de que se rebase sea menor que 0.01.

Solucioén

Se tiene:
P[X >(C]= fc (1—z)*de=(1-C) <0.01

Asf que P[X > C] < 0.01 si y s6lo si C > 1— (0.01)5 = 0.6019

EJERCICIO 6.7. Una urna contiene n tarjetas numeradas del 1 al n. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar tarjetas al azar, una a una y con reemplazo, hasta
que se obtiene una tarjeta que ya se selecciond con anterioridad. Encuentre la funcion
de densidad de la variable aleatoria X definida como el nimero de tarjetas que son
seleccionadas en este proceso.

Solucién

n
k 1

l—
Hihe—

k=l
n

PIX =k = (k—1)

n

PIX=k=P[X>k—-P[X>k+1]

— - b)) b)) akn

nk k

— k= k1 = - S ey

f(x)z{ (x_l)!(n%)(l“—l) sized{2,...,n+1}

0 en otro caso
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f(x):{ =l1-L(1-2)...1-22) size{2,....,n+1}

0 en otro caso

EJERCICIO 6.8. Muestre con un ejemplo que existen variables aleatorias X yY tales
que X2 y Y? son independientes, pero X y'Y no lo son.

Solucién

size{-1,1}
en otro caso

=
&
|
—
Ol



CAPITULO 7

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

EJeRrcicio 7.1. Cada dia el precio de una determinada accion sube o baja una unidad
con probabilidades de 3/4 y 1/4, respectivamente. ;Cudl es la probabilidad de que en
6 dias el precio de la accion regresard a su valor original?

Solucion

Para regresar al valor original se requiere que la accién suba 3 unidades y baje 3, por
lo tanto la probabilidad que se busca estd dada por:

6 (3)(2)" = 5 = 0.13184

3 4 4 1024

EJERCICIO 7.2. Asumiendo que la probabilidad de que un hijo procreado por una
pareja sea nino es igual a %, squé evento es mds probable, que una pareja con 4 hijos
tenga 2 hombres y 2 mujeres, o bien 3 hijos de un sexo y 1 del otro?

Solucién

P [2 hombres y 2 mujeres| = () (%)4 =

oolw

P [3 hijos de un sexo y 1 del otro] = 2(3) (%)4 =1

Por lo tanto, es més probable que una pareja con 4 hijos tenga 3 hijos de un sexo y
1 del otro, que 2 de un sexo y 2 del otro.

EJERCICIO 7.3. ;Qué evento es mds probable, obtener por lo menos un 6 al lanzar 6
veces un dado, por lo menos 2 seises al lanzar 12 veces un dado, o bien por lo menos
3 seises al lanzar 18 veces un dado?

93
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Solucion

P [obtener por lo menos 1 seis al lanzar 6 veces un dado]

6
=1- () (3)° (§)" = a8 = 0.6651

P [obtener por lo menos 2 seises al lanzar 12 veces un dado]

S (A" () () ()" = B = 06T

P [obtener por lo menos 3 seises al lanzar 18 veces un dado]

=1-(DE A - G -O® @
= Ssmoossroriod = 0-59735

Por lo tanto, la probabilidad mé&s alta es la de obtener por lo menos 1 seis al lanzar
6 veces un dado.

EJERCICIO 7.4. Se quiere transmitir un mensaje que consiste de uno de los dos digitos,
0 6 1. Debido a la estdtica, un digito transmitido es recibido incorrectamente con
probabilidad igual a 0.2. Para reducir la probabilidad de error, en lugar de transmitir
el digito 0 se trasmite la secuencia 00000 y en lugar del 1 se transmite 11111. Quien
recibe el mensaje decide que el digito que se transmitié fue aquel que recibid por lo
menos 3 veces. ;Cudl es la probabilidad de que el mensaje sea recibido correctamente?

Solucioén

(2) (0.8) (0.2)* + () (0.8)* (0.2)" + (3) (0.8)° (0.2)" = 0.94208

EJjercicio 7.5. Considere el dispositivo que se muestra en la figura de abajo, en el
cual cada punto representa un clavo colocado verticalmente. Cuando se hace pasar
una pelotita entre los dos clavos de la parte superior, ésta golpea el clavo del nivel
sigutente y con probabilidad % continta su camino por el hueco de la derecha o el
de la 1zquierda. FEste proceso continta hasta que la pelotita cae en alguna de las 5
cajas de la parte inferior. Si se realiza este proceso con 1,000 pelotitas de manera
independiente, saproximadamente cudntas de ellas caerdn en la caja marcada con el
numero 2%
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Solucién

Sea X el nimero de la caja que ocupa la pelotita al final del proceso. X tiene entonces
distribucién binomial con pardmetros n =4y p = %

PIX =2]=(})p*1—p)"?=2=037

Asi que, de las 1,000 pelotitas, aproximadamente el 37.5% de ellas caerd en la caja
nimero 2; es decir, caerdn en esa caja aproximadamente 375 pelotitas.

Otro método:

También se puede argumentar definiendo el lanzamiento de una pelotita, desde la
parte superior, como un ensayo de Bernoulli en el cual se obtiene éxito si la pelotita
cae en la caja nimero 2. El nimero de pelotitas que caen en la caja 2 tiene entonces
distribucién binomial con pardmetros n = 1,000 y p = 0.375, asf que su valor esperado
es igual a np = 375.

EJERCICIO 7.6. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n ypy sea k un nimero entero entre 0 y n. Encuentre el valor de p que hace que
P(X = k) sea un mdzximo.

Solucién

P(X =k)=(Q)p*Q—p)*

Sea f(p) = (Z)p’“(l — p)"* entonces:
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n n—k n n—k n—
f'(p) = (k)p’“ﬁ (1-p) - (k)pk (1-p) rﬁ =0

Asi que f'(p) =0 cuando p = %, el cual corresponde al valor méximo de P(X = k).

EJERCICIO 7.7. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n y p. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como valor un nimero impar

es igual a % [1—(¢—p)"].

Solucién

0 = S (I -

(4P = S G

(p+a)" = (g=p"=2[(pA-p)" "+ (P L—p)" >+

Por lo tanto, P(X es impar) = 1 [(p+¢)" — (¢—p)"] = 31— (¢ —p)"].

EJERCICIO 7.8. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n y p. Si se sabe que el valor de X es k, ;cudl es la probabilidad de que ocurra cada
uno de los (Z) arreglos de k éxitos y n — k fracasos?

Solucién

Sea t un arreglo cualquiera de k éxitos y n — k fracasos.

N _ _P®)  _ pFA-pnt 1
PUIX =k) = 2655 = Qo — ()

Es decir, los (Z) posibles arreglos de k éxitos y n — k fracasos tienen la misma proba-
bilidad.

EJjeErcIciO 7.9. Dos jugadores de ajedrez, A y B, juegan una serie de juegos con la
condicion de que A ganard la serie si gana 12 partidas antes de que B gane 6, de
otra manera, B gana la serie (los empates no cuentan). Si la probabilidad de que A
le gane una partida a B es igual a % y la serie se interrumpe cuando A ha ganado 7
juegos y B 4, squién merece ser nombrado el ganador?

Solucioén

P(A gane la serie) = >°1__ (7) (2)" ()" = 48 — 0.5706
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Asi que es A quien merece ser nombrado el ganador.

EJjercicio 7.10. Un fumador tiene dos cajas con N cerillos cada una. Cada vez que
necesita un cerillo, selecciona al azar una de las cajas y lo toma de ahi. Sea X el
numero de cerillos que le quedan en el momento en que encuentre que la caja que
selecciona ya no tiene cerillos. Encuentre la distribucion de X.

Solucién

Los posibles valores de X son 0,..., N. Sean A y B las cajas de cerillos y A y B los
eventos ‘el fumador descubre que la caja A ya no tiene cerillos’ y ‘el fumador descubre
que la caja B ya no tiene cerillos’, respectivamente.

Para k € {0,..., N}, se tiene:
PIX =k =P[X=kA +P[X=kB]=2P[X =k, A]

Llamemos éxito al hecho de seleccionar la caja A y fracaso al hecho de seleccionar
la caja B. Entonces el evento [X = k, A] ocurre si se tienen N — k fracasos antes del
éxito N + 1. Por lo tanto se tiene una distribucién binomial negativa, es decir:

PIX =k A= () )T =G0 @7 =0 @7

De manera que entonces se tiene:

PLX = =2P[X = k4] = 2(5%) (2757 = (47 (1)

(QN]\;I) (%)2]\[71‘ size{0,...,N}
0 en otro caso

el = {

EJjERCICIO 7.11. Supongamos que, para n > 1, una pareja tiene n hijos con probabi-
lidad 1gual a ap™, en donde 0 < o < % y 0 < p < 1. Supongamos ademds que cada

uno de los hijos es hombre o mujer con probabilidad igual a % Para k € {1,2,...},
scudl es la probabilidad de que una pareja tenga por lo menos k hijos, de los cuales k
exactamente sean mugjeres?

Solucioén

Si k > 0, se tiene:

P [k mujeres y r hombres| = P [k mujeres y k + r hijos|

= P [k mujeres | k + 7 hijos] P [k + r hijos] = ("]") s&=ap*™ = (*7") 5= ap™*
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k
S () @)
P [exactamente k mujeres]
k1
=X () () B =a® (5) T (T -9 @)

Cada término de la tltima sumatoria corresponde a la probabilidad de obtener r
fracasos antes del éxito k + 1 en una sucesién de ensayos de Bernoulli independientes

con probabilidad de éxito igual a 1 — £ en cada ensayo. Por lo tanto, el valor de esa

sumatoria es 1, asf que la probabilidad que se busca estd dada por:
k(oo \FTL k

o () (ﬂ) =3 (2%,)

Si k = 0, se tiene:

P [k mujeres y r hombres| = P [k mujeres y k + r hijos]
o
= P [k mujeres | k + r hijos] P [k + r hijos| = <1_%) =

P [exactamente k mujeres|

(1) r TR @ = (- ) + 5 =1 - iy

Asi que se obtiene finalmente:

k
2c :
ﬂ(ﬁ) Sll{ZE{l,z,...}

P sik=0

Plexactamente k& mujeres] = {
- 1-p(-p)

EJERCICIO 7.12. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion geométrica de pard-
metro p. Encuentre P(X > x) para todos los enteros no negativos x.

Solucion
P(X>a2)=1- P(X <) = 1—§p<1—p>'f 11— (1 —p)) =(1—p)

EJERCICIO 7.13. Sea X wuna variable aleatoria discreta que toma unicamente valores
enteros no negativos y tal que, para cualquier entero no negativo n, se tiene:

PlX=n|X>n—1=P[X =0
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Demuestre que X tiene distribucion geométrica.

Solucién

Se tiene:

P X=nX>n—-1=P[X=0P[X >n—1]
Es decir:

P X=n]=P[X=0P[X >n]

Sea p = P[X = 0], entonces P[X =n] = pP[X > n] para cualquier n entero no
negativo.

Vamos a demostrar que P [X = k] = pg* para cualquier & entero no negativo.

Evidentemente se cumple la propiedad para k = 0. Supongamos ahora que P [X = k] =
pg* para cualquier k£ < n, entonces:

PX=n+1]=pP[X>n+1]=p(1 - P[X =k

=p (1= Xiopd) =p (1 - ’%’";1) = pg"*!

EJERCICIO 7.14. Se quiere seleccionar a una persona de entre n. Para ello, cada
una lanza una moneda y se conviene en que Si alguna obtiene un resultado distinto
al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de otra manera se vuelven a
lanzar las monedas bajo las mismas condiciones. Encuentre la probabilidad de que la
persona sea seleccionada en el intento nimero k.

Solucién

Llamando éxito a la obtencién de cara al lanzar una moneda, cada lanzamiento de
las n» monedas representa la realizacién de n ensayos de Bernoulli con probabilidad
de éxito igual a % La persona es seleccionada en un lanzamiento tinicamente si se
obtiene exactamente un éxito o bien exactamente un fracaso, asi que la probabilidad
de que esto ocurra estd dada por 2n (%)n Los diferentes intentos de seleccionar a la
persona constituyen una sucesion de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito

p=2n (%)n, de manera que si llamamos p; a la probabilidad buscada, se tiene:

pe=[1-2n ()" "2n ()" = 525 (1 - 520)"
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EJerCICIO 7.15. Dos basketbolistas, A y B, juegan a lanzar por turnos una pelota
sobre el aro, deteniéndose en el momento en que uno de ellos logre acertar. En cada
uno de sus turnos, los jugadores A y B tienen probabilidades de acertar iguales a
p1 Y pa2, respectivamente. Sean X y Y los miumeros de tiros que realizan A y B,
respectivamente, sin contar el iltimo, hasta que se termina el juego. Asumiendo que
todos los lanzamientos son independientes y que el primero en tirar es A, argumente,
sin realizar cdlculos, para mostrar que la distribucion de Y es geométrica. Encuentre
la funcion de densidad de X y el pardmetro p de la distribucion de Y .

Solucién

X y Y pueden tomar los valores 0, 1, . ... Y toma el valor £ cuando en los primeros 2k
tiros ninguno de los jugadores logra acertar y en alguno de los dos siguientes alguno
acierta. Definamos entonces un ensayo de Bernoulli consistente en dos tiros al aro,
uno de A y uno de B, conveniendo en que se tiene éxito si alguno de los dos acierta. Y
es precisamente el niimero de fracasos antes del primer éxito en una sucesién de estos
ensayos y entonces su distribucién es geométrica. El pardmetro p de esta distribucion
geométrica es la probabilidad de que en dos tiros, uno de A y otro de B, alguno de
los dos acierte, es decir, p = p; + p2 — p1p2 = p1 + p2(1 — p1).

Para k£ > 1, X toma el valor k£ cuando en los primeros 2k — 1 tiros ninguno de
los jugadores acierta y B acierta en seguida, o bien cuando en los primeros 2k tiros
ninguno de los jugadores acierta y A acierta en seguida. Por lo tanto, si k > 1:

PIX =k = (1=p)*(1=p2)""p2+ (L=p)*(L=p2)'p
= (1 =p)* (1 =p2)* " [p2 +pr(1 = p2)]
Ademss, P[X = 0] = p;.

Asi que:
P sizx=0

fx(@) =< @ =p1)*(L—p2)* Hp2+pi(1 —p2)] size{l,2,...}
0 en otro caso

EJERCICIO 7.16. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como valor un nimero impar es
tgual a % [eA — e_’\}.

Solucion

Se tiene:
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AN\ AR
€ = 21k=0 K

_ oo K
et = Ek:o(_l)k%
6>‘—€_)‘:2 Al_:+é_?+]

e — e

Por lo tanto, P(X es impar) = %

EJERCICIO 7.17. Supongamos que el nimero de accidentes que tiene una persona en
un ano tiene distribucion Poisson con pardmetro X\, de tal manera que, en una cierta
poblacion, X = 2 para el 60% de personas y A\ = 3 para el 40%. Si X es el niimero de
accidentes en un ano de una persona seleccionada al azar, encuentre la distribucion
de X.

Solucién

Para z € {0,1,...}, se tiene:

PIX=2]=06P[X=x2|A=2+04P[X =z | A = 4]

= 0627 +0.4%” = 1(0.6e722° + 0.4¢7%3%)

T

Asi que:

frl) = { L(0.6e722° +0.4e7%3%) siz € {0,1,...}
0 en otro caso

EJercicio 7.18. Utilice la aprorimacion de Poisson para calcular la probabilidad de
que en una caja de 100 cerillos se encuentren a lo mds 2 cerillos defectuosos si 3%
de los cerillos que se producen son defectuosos.

Solucién

Sea X el nimero de cerillos defectuosos en la caja. X tiene aproximadamente dis-
tribucién Poisson con pardmetro A = (100)(.03) = 3.

PIX <2 =32 2 — e M1+ A+ 2) = U8 = 042319

EJERCICIO 7.19. Los astrénomos estiman que en la Via Lactea hay alrededor de 100

billones de estrellas las cuales tienen planetas a su alrededor. Sea p la probabilidad
de que en un sistema solar determinado haya vida inteligente. jPara qué valores de
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p la probabilidad de que haya vida inteligente en algin sistema solar de la Via Lactea
es mayor que %9

Solucién

Sea X el nimero de sistemas solares de la Via Lactea en donde hay vida inteligente.
X tiene entonces distribucién binomial con pardmetros n = 10! y p, la cual se puede
aproximar mediante una distribucién Poisson con pardmetro A = 10'!p. Por otra
parte, se busca p tal que P [X > 1] > %; pero:

p[X>1]=1-P[X=0=1—¢?

Se busca entonces p tal que e < %, es decir, A > In 2. Por lo tanto:
p>10""1In2 = 6.9315 x 10712

Utilizando directamente la distribucién binomial, se tiene:
PX=0=(1-p"<3

l—p<2n

p>1-2"a=1-2"10"

Ejercicio 7.20. Supongamos que el nimero de huevos, X, que pone un insecto tiene
distribucion Poisson con pardmetro A y que la probabilidad de que un huevo se desa-

rrolle es igual a p. Sea 'Y el nimero de huevos que se desarrollan. Demuestre que Y
tiene distribucion Poisson con pardmetro Ap.

Solucién

Para k € {0,1,...}, se tiene:

PIY =k = X5 PV =k | X = | PX = j] = 55, PIV =k | X = j] P[X = J]
=3, (i)pk(l _ p)j—ke_j)‘!)\j _ e—Alg!Ap)’“ YO ﬁ(l — p)ihNITH

e~ *(Ap)F A% e (Ap)* A— e~ 2P (\p)F
= I(c!p) Yo a(l—p)'A\ = I(c!p) e = k(! 2.

Por lo tanto, Y tiene distribucién Poisson con pardametro Ap.
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EJjerCICIO 7.21. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson de pardme-
tro . Para un nimero entero positivo k fijo, encuentre el valor de A\ que hace que
P(X = k) sea un mdzimo.

Solucioén

Sea f(\) = P[X = k] = <%,

k!

') = —e’“k—]; + e”\)\k% = 0 tiene como solucién A = k, valor que corresponde a
un maximo de la funcién f(A). Por lo tanto el valor de A que hace que P [X = k| sea
un maximo es A = k.

EJERCICIO 7.22. En una fdbrica se empacan cajas de cereal con pasas mezclando
primero, en un gran recipiente, el cereal con las pasas y de tal manera que cada caja
contenga, en promedio, 12 pasas. Estime la probabilidad de que una caja de cereal,
seleccionada al azar, contenga menos de 7 pasas.

Solucién

6 (12)ke—12
S, W = 0.045822

EJERrciciO 7.23. Un libro de 500 pdginas contiene 500 errores de imprenta. Fstime
la probabilidad de que una pdgina, seleccionada al azar, contenga 3 o mds errores.

Solucioén

ety =1t Y L =1-2¢1 =0.080301

EJERCICIO 7.24. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, dos bolas de una caja que contiene N bolas marcadas con los nimeros 1,...N.
Sea X el mayor de los dos nimeros de las bolas seleccionadas. Encuentre la funcion

de densidad de X .

Solucién

B 3 size{2,...,N}
fx(f)—{ 52)

en otro caso
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EJERCICIO 7.25. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 numeros del conjunto {1,...,N}. Sea X el menor de los nimeros selec-
ctonados, Z el mayor de ellos y'Y el nimero intermedio. Encuentre las funciones de
densidad de X,Y y Z.

Solucién

Para k € {1,..., N — 2}, se tiene:

o (5 sv-mv-k-1)
PIX =k = &) — NE-HI-2)

Asi que:

3(N—z)(N—z—1) .
fX(x):{ TN(N-1)(N-2) size{l,...,N—2}
0

en otro caso

Para k € {2,..., N — 1}, se tiene:

) s (v—k)

Asi que:

6(y—1)(N—y) )
fy(y):{ vy Sye{2...,N-1}

0 en otro caso

Para k € {3,..., N}, se tiene:

— — (kil) _ 3(k—1)(k—2)
Pla=H= @) = MvOE-2)
Asf que:
3(z—1)(2—2) .
fz(z) ={ NOE-DH-2) size{3,...,N}
en otro caso

EJERCICIO 7.26. Un estudiante va a presentar un examen, el cual consistird de 5
preguntas seleccionadas al azar de entre 10 que el profesor les dejo estudiar. Si el
estudiante prepara unicamente las respuestas de 8 de las 10 preguntas, ;cudl es la
probabilidad de que responda bien por lo menos 4 prequntas del examen?
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Solucion
Sea X el nimero de preguntas que responde bien el estudiante.

P[X24]:%+%:0.77778

EJERCICIO 7.27. Utilice la identidad (1 +t)""° = (1 +t)"(1 4+ t)° para demostrar que
st la variable aleatoria X tiene distribucion hipergeométrica, entonces:

S PIX =k =1.

Solucién

(148 =305 ()

n

T+ 01+ = (o () (Chzo ()1F)
Igualando los coeficientes de las potencias de t, se obtiene, para n < r + s:
r s _ (r+s
Zk (k;) (n—k) - ( n )
en donde la sumatoria es sobre todos los enteros k talesque 0 < k <ry0<n—k <s.

Si X tiene distribucién hipergeométrica con pardmetros n, 7y s, con n < r + s,
entonces:

para todos los enteros k£ tales que 0 < k<ry0<n-—Fk <s.

Por lo tanto:

TPl =i =5, Gl - 2l (]

EJERCICIO 7.28. Supongamos que 5 personas, incluidas A y B, se sientan al azar en
5 sillas colocadas en hilera y sea X el nimero de personas colocadas entre A y B.
Encuentre la funcion de densidad de X .

Solucién

Los posibles valores de X son 0,1, 2, 3.
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En general, para k € {0,1,2,3}, se tiene: P[X = k] = % = %, por lo tanto:

4—z :
_ 0 Sll’€{0,1,2,3}
fx (x) { 0 en otro caso

EJjErRCICIO 7.29. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

f(x):{ £ osize{2,3,..}

0 en otro caso

donde c es una constante. Encuentre el valor de ¢ y la probabilidad de que X tome
como valor un niumero par.

Solucién

Yoy =CY sz = s¢ = 1. Por lo tanto ¢ = 6.

P[Xespar]IZZLP[XZ%]:ZZL%@ICZﬁlﬁI%CISZ%

EJjercicio 7.30. Demuestre que la funcion dada por:

fx(a) = { gt sire{l2.)
0

en otro caso

es una funcion de densidad, donde q € (0,1].
Solucién
oo gk ) _ 00 _
e =0 Jo e = [ 350 M e = [ i de = In(1 — q)

EJERCICIO 7.31. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {0,1,....,99}. Calcule a) P(X > 25), b) P(2.6 < X <122), ¢) PB< X <
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10 o 30 < X < 32) y
d) P(25 < X < 30).
Solucién
a) P(X >25) = =3
_ 10 _ 1
b) P(26 < X <122) =9 =L
) PB<X <10 6 30 <X <32) =5+ 15 =5

_ 6 _ 3
d) P25 < X <30) = 155 = 55
EJERCICIO 7.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un nimero
entero entre 0 y 99 (inclusive). Sea X la suma de los digitos que se obtienen. En-
cuentre la funcion de densidad de X .

Solucién

1%(} siz€{0,...,9}
fx(z) =< B2 sixe{l0,...,18}
0 en otro caso

EJERCICIO 7.33. Sea X y Y dos variables aleatorias independientes, X con distribu-
cion uniforme en el conjunto {1,..., N}, Y con distribucion uniforme en el conjunto
{1,...,M}, en donde N < M. Encuentre P[X <Y]| y P[X =Y].

Solucién

PX<Y]|=YN PX<V,X=2]= Pl <Y, X =21]

=

=YL PY >a] P[X =] = 00, M2 %

N —x N N(N+1 N(N+1
= Mk = H (V- ) = & (V- ) — 1 - A
SN PIY =, X =1

r=1

:Zivzlp[Y:x]P[sz]:Zi\leﬁ%:%

PIX=Y]=Y" PX=VY,X =z

EJERCICIO 7.34. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,..., N}, en donde N es un entero positivo y sea M < N otro entero positivo.
Encuentre la funcion de densidad de Y = max(X, M).
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Solucion
P X<M] siy=M

fr(y) =Pméx(X,M)=y|=q P[X=y] siye{M+1,... N}
0 en otro caso

% siy=M
=9 & siye{M~+1,...,N}
0 en otro caso

EJjercicio 7.35. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,... N}, en donde N es un entero positivo y sea 1 < M < N otro entero
positivo. Encuentre la funcién de densidad de' Y = min(X, M).

Solucion

P[X>M] siy=M
fr(y) = Pmin(X, M) =y|=q P[X=y] siye{l,....M—-1}
0 en otro caso

N
=9 % siye{l,...,M —1}
0

EJERrcICIO 7.36. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el conjunto {1,... N}. Encuentre la funcion de densidad

de Z = max(X,Y).
Solucién

Size{l,...,N}, se tiene:
P|Z =z] = Pméx(X,Y) = z]
=P X=2Y<z+PX<z2Y=2]+P[X=2Y =

1 2—1 z—11 11
NN TNVt AN

Por lo tanto:

221 size{l,...,N}
. N2 9 )
fz(2) = { 0 en otro caso




7. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 109

EJjerCICIO 7.37. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X con dis-
tribucion geométrica de parametro p, Y con distribucion Poisson de pardmetro \. a)
Encuentre P[X < Y| y P[X > Y]. b) Determine los valores de p y \ para los cuales
PX>Y]|>P[X <Y].

Solucién
PIX<Y]=Y2 PIX<Y)Y =y =¥ P[X <y.Y =y

=2 o PIX <yl P[Y =yl =371 - (1-p)]P[Y =y

=S PIY =y = S = 1= e WA —p) = e
PIX>Y]=Y2 PIX>Y,Y =y =¥ PIX >y.Y =y

=2 o PIX >y PY =y =32 (1= p)"'P[Y =y

=(1=p) (1= )2 = (1= p)e A T N1 = p))! & = (1= p)e™

P[X >Y]> P[X <Y] cuando (1 —p)e™ > 1 — e, es decir, A < ;In(2 - p).

EJErciciO 7.38. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion geométrica de pardmetro p. Encuentre a) P[X <Y]y P[X =Y] yb)la
funcion de densidad de Z = min(X,Y).

Solucién

a PIX <Y] =Y PIX<Y,Y =y = X2 PIX <y,Y =y

=Y o PIX <yl P[Y =yl =37, [1 - (1—-p)]P[Y =y

= o PlY =yl —pX (1 -p)*=1-34 =2

PIX=Y]=Y " PX=YY=yl=37" PX=yY =y

=3, PIX =y PlY =y =371 - p)!P[Y =y =p* 37 (1 - p)* = 5%
b. Si z € {0,1,...}, se tiene:

PlZ =z = P[min(X,Y) = 2]
—P[X=2Y>2+P[X>2Y=2+P[X=2zY =2
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=2p(1 = p)*(1 = p)**' +p*(1 = p)** = p(2 — p)(1 — p)**
Por lo tanto:

fa(z) = { p2=p)(1—p)* size{0,1,...}

0 en otro caso



CAPITULO 8

VARIABLES ALEATORIAS ABSOLUTAMENTE
CONTINUAS

EJeRrcicio 8.1. En una parada de autobis, el tiempo de llegada de éste se distribuye
uniformemente en el intervalo que va de las 7 : 00 a las 7 : 15 hrs. y el siguiente
autobis pasa exactamente 15 minutos después del primero. Si el tiempo de llegada de
una persona a esa parada se distribuye uniformemente en el intervalo que va de las
7:10 a las 7 : 15 hrs. Si T es el tiempo que espera la persona, desde que llega a la
parada hasta que pasa un autobis, encuentre la distribucion de T'.

Solucién

Sea X el tiempo de llegada del primer autobis y Y el tiempo de llegada de la persona.
PT<t=PY <X, X-Y<t|+P[Y>X,Y —X>15—1

_{M si0<t<5

7575815504) . ~ 15
— sib<t<1b5
para 0 <t < 15.

Por lo tanto, 7" tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 15].

EJERCICIO 8.2. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(0,1). Encuentre una funcién de densidad deY =1 — v/ X.

Solucién
Para y € (0,1), se tiene:

PIY <yl =P[1-VX <y| = PIX > (1-y)? =1~ Fx ((1-y)?)

111
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Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

_J2(1-y) siye(0,1)
Iry) = { 0 en otro caso

EJERCICIO 8.3. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(—1,1). Encuentre una funcion de densidad de a) Y = |X| y b) Z = X2

Solucién

a. Para y > 0, se tiene:
Fy(y) =PY <yl = P[IX| <y] = P[-y < X <y] = Fx(y) — Fx(-y)
Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

1 si0<y<l1
0 en otro caso

K(y) = fx(y) + fx(-y) = {
Por lo tanto, Y tiene distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

b. Para z > 0, se tiene:

Fy(z) = P[Z < 2] = P[X? < 2] = P[-Vz < X < /2] = Fx(V?) = Fx(=V?)

Asf que, una funcién de densidad de Z estd dada por:

{ L §i0<z<1

24/z
0 en otro caso

f2(2) = 5 Fx (V) + g fx (—VE) =

EJERCICIO 8.4. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el inter-

valo (—g, %) Encuentre la funcion de distribucion y una funcion de densidad de

Y = cos(X).

Solucién

Para y € [0, 1] se tiene:

P[Y <y = Pleos(X) < y] =1— P[—arccos(y) < X < arccos(y)] = 1 — 22recoslv)

™

Asi que:
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siy <0
Fy(y) = 1—%%03@ siye0,1]
1 sty >1

Por lo tanto, una funcién de densidad de Y estd dada por:

fy<y)={ iy Sye©D

0 en otro caso

EJERCICIO 8.5. Sea A un evento que puede ocurrir en algin momento entre los tiem-

pos 0 y T de tal manera que la probabilidad de que ocurra es igual a p y, en caso de

que ocurra, si X es el tiempo en el cual ocurre, entonces X tiene distribucion uni-

forme en el intervalo [0,T]. Sabiendo que el evento A no ha ocurrido hasta el tiempo
€ (0,T), encuentre la probabilidad de que A ocurra en el intervalo (t,T).

Solucién

Sean:
B: A ocurre en el intervalo [0, ¢].
C': A ocurre en el intervalo (¢, 7.

D: A ocurre en el intervalo [0, 7.

Se sabe:
P(D) =p
P(B| D)=t
P(C| D) =T
Asi que:

P(B) = P(B | D)P(D)+ P(B | D°)P(D°) = #p

P(C)=P(C| D)P(D)+ P(C | D°)P(D°) %

I
S|

Por lo tanto:
T=tp = P(C) = P(C| B)P(B) + P(C | B°)P(B°) = P(C'| B°)(1 — %p)

De manera que:



114 8. VARIABLES ALEATORIAS ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

P(C'| Be) = 2=t

Tfptp

EJERCICIO 8.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
wy o?. Encuentre P[|X — u| < o].

Solucién

P[|X—,u|§0]:P[—0§X—u§0]:P[—1§X_“Sl]

g

= b= 1 e7"/2dx = 0.682689

EJERCICIO 8.7. Supongamos que el peso, X, de una persona, que se selecciona al azar
de una determinada poblacion, se distribuye normalmente con pardmetros ju y 0. Si
P[X <70]=1/2y P[X <60] =1/4, encuentre u, o y P[X > 80]. sQué porcentaje
de la gente de la poblacion que pesa al menos 80 kilos, pesa mds de 90 kilos?

Solucién

Se tiene:

P[X <70] = P [*3¢

IN

] =05

[

P[X <60] = P[X# < %1 =025

(e - g

Ademds, \/LQTT ff)oo e /2dx = 0.5 y de las tablas de la distribucién normal estandar,
se obtiene:

mf* 575 o—2%/200 — 0.25

Por lo tanto:

Op = %t = —0.675

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene y = 70, 0 = 14.8148.
Para calcular P [X > 80] no se requiere el valor de o, en efecto, se tiene:

P[X >80] = P [X# > 800] — p [X# < 80] = PX < 60] = 0.25

(e

Por otra parte:

P[X >90| X > 80] = FixZag = 4P [X > 90] = 4P [£-# > 2000 ]
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=4P [X£ > 1.35) = e~ /2dx = 0.354032

ff135

EJERCICIO 8.8. Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con pardmetros
p=1yo*>=4. Encuentre P[5 < X?+1 < 10].

Solucién

PH<X?41<10]=P4<X2<9

=P2<X<3|+P[-3<X<-2=Pli<&t<l]+P[2<XL<—

[\ [oV]
.

= L [Le® 2y + b [ e 2dx = 0149882 + 0.0440571 = 0.193939

EJERCICIO 8.9. Se ha determinado que en una determinada region la precipitacion
anual de lluvia tiene distribucion normal. Si las estadisticas muestran que en el 15%
de los casos la precipitacion ha sido de mds de 45 pulgadas y en el 3% ha sido de
menos de 30 pulgadas, scudl es la probabilidad de que en los proximos 5 anos, por lo
menos en uno de ellos la precipitacion sea de mas de 50 pulgadas?

Solucién

Sea X la precipitacién anual de lluvia. Se tiene entonces:

P[X >45] =P [££ > B24] = 0.15

g

PX <30 =P[5 < 2£] =0.03

g

De las tablas de la distribucién normal estdndar, se tiene:

0o g2 1.88 R
7= Jros € e = 15 [T 2dx = 0.03
Por lo tanto:

Bop—1.04394 — 188

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene y = 39.6575, 0 = 5.13702; asf que:

P[X >50] = P [X£ > 508965751 — p [X-4 > 9.01]

= = Joor € " 2dx = 0.0222
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Sea Y el nimero de anos, entre los préximos 5, en los cuales la precipitacién serd de
més de 50 pulgadas. Y tiene entonces distribucién binomial con pardmetros n =5y
p = 0.0222; por lo tanto:

PlY>1=1-P[Y =0/ =1— (0.9778)> = 0.10618

Ejercicio 8.10. En una fabrica se producen componentes electronicos cuyo voltaje
tiene distribucion normal con pardmetros p y o2. El departamento de control de
calidad checa los componentes y todos aquellos con un voltaje menor o igual a b son
rechazados. FEncuentre la distribucion del voltaje de los componentes que pasan el

control de calidad.

Solucién

Sea Y el voltaje de un componente seleccionado al azar entre la poblacién original
y X el voltaje de un componente seleccionado al azar entre aquellos que pasan el
control de calidad.

Fx(z)=P[X <z]=P[Y <z|Y >}

[0 sizx<b [0 siz<b

- PI[EE’Y;%] en otro caso —p[yl>b] [F Y(x) - Fy(b)] en otro caso
1 .

_ | msgly(@) siz=b

Ix (I) { 0 en otro caso
L )2 S

= J7® exp{ oz (y=p)? by eXp{ 202 (z = p) } siz >0

0 en otro caso

EJjercicio 8.11. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
tros n = 1,000 y p = 0.3. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar
P[X =310]. Encuentre ademds el valor exacto de esa probabilidad y compare los
resultados. Con los mismos datos, estime P [280 < X < 310].

Solucion

P X =310] = (}127)(0.3)310(0.7)5% = 0.0215234

Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

o o X—np __ 310—300
P[X_310]_P[W = 30 ]
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= P [ £ — (.690066 ¢~ (0:690066)*/2 _ () 0216969

Vg ] W \/T
El error que se comete con el teorema de de Moivre-Laplace, para estimar P [X = 310],

es de menos de —=— 16,006 000

Si Z es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, se tiene:

~ 280.5—300 309.5—300 | __
P[280 < X < 310] ~ P [W < Z < 30580\ P1.34563 < Z < 0.655562]

f[) 655562
\/271- 1.34563

e~ 2dx = 0.654736

EJERCICIO 8.12. Supongamos que la probabilidad de que un recién nacido sea hombre
es tgual a 0.515. Estime la probabilidad de que entre 10 mil recién nacidos, haya mds
hombres que mujeres.

Solucién

Sea X el niimero de hombres que hay entre 10,000 recién nacidos. X tiene entonces
distribucién binomial con pardmetros n = 10,000 y p = 0.515. Utilizando el teorema
de de Moivre-Laplace, se tiene:

P[X > 5,000] ~ P {Z > M} = P[Z > —2.99135]
(5150)(.485)

— %ﬂ L5 00155 €% /2dz = 0.998611

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estédndar.

EJjErcICIO 8.13. Un cierto tipo de semilla tiene una probabilidad de germinar igual
a 0.8. Estime la probabilidad de que, en un paquete de 1,000 semillas, por lo menos
el 65% germinard.

Solucién

Sea X el nimero de semillas que germinan del paquete de 1,000. X tiene entonces
distribucién binomial con pardmetros n = 1,000 y p = 0.8. Utilizando el teorema de
de Moivre-Laplace, se tiene:

P[X > 650] ~ P [Z > w] — P[Z > —11.8981] = e 2y ~ 1

V160 \/27r f 11.8981

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar.
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EJjERrRcICIO 8.14. Estime la probabilidad de que al lanzar 10,000 veces un dado se
obtengan por lo menos 1680 1°s.

Solucién

Sea X el nimero de 1’s que se obtienen. X tiene entonces distribucién binomial con
pardmetros n = 10,000 y p = %. Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se
tiene:

1679.5— 5020

P[X21680]xP[Z2 i

= P[Z > 0.34435]

= = Joanzs © " 2da = 0.36529

en donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar.

EJERCICIO 8.15. Estime el mds pequeno nimero natural k tal que la probabilidad de
que el niumero de soles que se obtienen en 1,000 lanzamientos de una moneda esté
comprendido entre 480 y k, inclusive, sea mayor que 0.6.

Solucién

Sea X el nimero de soles que se obtienen en 1,000 lanzamientos de una moneda. X
tiene entonces distribuciéon binomial con pardmetros n = 1,000 y p = % y se estd
buscando el més pequeno nimero natural k tal que P [480 < X < k] > 0.6

Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

P80 < X < k] = P[479.5 < X < k + .5]

— 479.5—500 X—np k4+0.5—-500 | __ _ X—np k—499.5
= P | < Ao < b ]—P{ 120653 < X < ko

Q

1 [z —x2/23.,. _ 1 (% _—a?/27 1 (—L129653 _ ;2,9
oL J 120653 € dr = 7= I dr — 7~ J s € dx

= = [T, e " /?dx — 0.0973965

_ k—499.5
en donde z = 25

Por lo tanto, se tiene \/%f_zoo e 2 > 0.6973965, asi que, z > 0.517 y entonces el
mds pequeno nimero natural k£ que satisface la propiedad deseada es k = 508.
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EJERCICIO 8.16. Supongamos que el tiempo de vida, en horas, de un cierto producto
tiene distribucion exponencial con pardmetro A = 5—10. Consideremos una poblacion
compuesta por 100 de esos productos y sea X el nimero de productos en la poblacion
que duran mds de 50 horas. Estime P[X > 40].

Solucioén

Si T es el tiempo de vida del producto, se tiene P [T > 50] = e~!. Por otra parte, X
tiene distribucién binomial con pardmetros n = 100 y p = P [T > 50] = e¢~!. Por lo
tanto, utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

P[X > 40|~ P |7 > 405100t | _ pr7 > 0769771]
100e—1(1—e—1)

— %27 | e~ 2dy = 0.220718

en donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar.

EJERCICIO 8.17. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar el mds pequeno
valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una moneda, la probabilidad de
que el porcentaje de las veces en que se obtiene sol esté comprendido entre 49% y 51 %
sea mayor o igual a 0.95.

Solucién

Sea X el nimero de soles que se obtienen al lanzar n veces la moneda. X tiene
entonces distribuciéon binomial con pardmetros ny p = %

Por otra parte, se quiere P [0.49 < il—( < 0.51] > 0.95; es decir:
P[0.49n < X < 0.51n] > 0.95}

En otras palabras, se busca n tal que:

P >0.95

Por el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

P JOOR a2 gy

\/ﬂ

De las tablas de la distribucién normal estdndar, se tiene:
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mfl% e~ /2dx = 0.95

Asf que, para que n satisfaga la relacién deseada, se debe tener 0.02y/n > 1.96; es
decir, n > (98)% = 9604.

EJjercicio 8.18. Las bombillas o focos producidos en una cierta fdbrica tienen un
tiempo de vida que se distribuye exponencialmente y se sabe que el 50% de los focos
que se producen tienen un tiempo de vida mayor a 1,000 horas. Estime la probabilidad
de que entre 1,000 focos, seleccionados al azar de la produccion de esa fabrica, haya
mas de 275 con un tiempo de vida superior a 2,000 horas.

Solucion

T: Tiempo de vida de cada foco.
X: Niumero de focos, entre los 1,000, con un tiempo de vida superior a 2,000 horas.

X tiene distribucién binomial con pardmetros n = 1,000y p = P [T > 2,000].

Se tiene P [T > 1,000] = e~ 10 = 0.5; asf que A = {2 = 0.000693147

Por lo tanto, p = P [T > 2,000] = e~2000% = ¢=2In2 — () 25

Finalmente, utilizando el teorema de de Moivre Laplace, se tiene:

- 275.5-250 | __
P[X>275]NP[Z> o5 ] — P[Z > 1.86226]

= = [rems € " *dw = 00312832

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar.

EJERCICIO 8.19. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion exponencial de pa-

rémetro X\ y supongamos que P[X >10] = 1. Encuentre un nimero t tal que
P[X >t =009.

Solucién

P[X >t = , asi que t = —1n)8 — 1009 — 7 59

EJERCICIO 8.20. La vida de una particula radioactiva se modela frecuentemente con
una distribucion exponencial y se define la vida media de la particula como el tiempo
que transcurre hasta que la radioactividad de la particula se reduce a la mitad. Si la
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vida media del uranio es de 7.13 x 1078 anos, determine el tiempo que se requiere
para que la radioactividad de una masa de uranio se reduzca un 90%.

Solucién

Sea T el tiempo de vida de una particula radioactiva, entonces:

e ™M sit >0
fr(t) = { 0 en otro caso

Ademss, si ty es la vida media de la particula, se sabe que P [T < ty] = 0.5; por
lo tanto, 1 — e ™ = 0.5; asf que \ = %ln 2. Por otra parte, se busca t tal que

P[T <t] =0.9, es decir, tal que 1 — e~ = 0.9, asf que:

t= 11010 = o5 In 10 = 3.3219¢, = (3.3219)(7.13 x 108) = 2.3685 x 1077

EJERCICIO 8.21. Supongamos que se tiene un nimero muy grande de particulas ra-
dioactivas, cada una de las cuales tiene un tiempo de estabilizacion que se distribuye
exponencialmente con pardmetro X. St la mitad de las particulas se estabiliza durante
el primer sequndo, ;cudnto tiempo se requiere para que se estabilice el 75% de ellas?

Solucién

Sea T el tiempo de estabilizaciéon de una particula radioactiva, entonces:

Ae ™M sit >0
0 en otro caso

fr(t) =

Ademds se sabe que P [T < 1] = 0.5; por lo tanto, 1 — e™* = 0.5; asf que A = In2.
Por otra parte, se busca t tal que P [T < t] = 0.75, es decir, tal que 1 — e~ = 0.75,
asi que t = 282 — 2. Por lo tanto, se requieren 2 segundos para que se estabilice el
75% de las particulas.

EJeERrcICIO 8.22. Sea T una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de
densidad continua y tal que, para cualquier par de nimeros reales positivos s y t, se
tiene:

PT>t+s|T>t=P[T > 4

Demuestre que T tiene distribucion exponencial.
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Solucion

P[T >s]=P[T>t+s|T>t= P[T;Ef;;?ﬂ — ng;g]sl

Asi que:
P[T>t+s|=P[T >t]P[T > s
Sea g(t) = P [T > t|. Entonces, g(t + s) = g(t)g(s), asi que, ¢'(t) = g(t)g'(0).

Sea A = —¢’(0). Entonces se tiene ¢'(t) = —\g(t), asf que g(t) = e~

EJjercicio 8.23. Una cierta mdaquina funciona bien unicamente si por lo menos 3
de sus 5 motores funcionan. Cada motor opera independientemente de los otros y el
tiempo T' que permanece funcionando tiene como funcion de densidad a f(z) = xe™*
para x > 0. Asumiendo que los 5 motores se ponen a funcionar al mismo tiempo,
encuentre la distribucion del tiempo que la mdquina funciona bien.

Solucién

Sea X; el mimero de motores que permanecen funcionando después del tiempo t y
pr = P[T >t], entonces X; tiene distribucién binomial con pardmetros n = 5y
p = p;; de manera que si Y es el tiempo que la maquina funciona bien, se tiene:

Fy()=P[Y <t]=1-P[Y >#]=1-P[X, >3] =1- 335 (ri(1 —p)* "
en donde p; = [ e dx = (1 +t)e "
Asi que:

Fo(t) = 1—10(1+ )33 + 15(1 + t)%e ™ — 6(1 + )%™ sit >0
YWY o0 en otro caso

Por lo tanto, una funcién de densidad de Y estd dada por:

30t (1+1) e —60t (1+1)° e +30t(1+1)"e™™ sit>0
fy(t) - 0 en otro caso
B0+t e ¥ l—(1+t) e sit>0
0 en otro caso

EJERCICIO 8.24. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar una mdquina
tiene distribucion exponencial con pardmetro A\ = 2. ;Cudl es la probabilidad de que
ese técnico pueda reparar 3 mdquinas en menos de 2 horas?
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Solucién

Sea X el tiempo que le toma al técnico reparar 3 maquinas. X tiene entonces dis-
tribuciéon gama con pardmetros A = 2 y a = 3; por lo tanto:

P[X < 2] = [? 42?2 dz = 0.761897

EJERCICIO 8.25. Sea Y = (X — 3)? + 1, en donde X es una variable aleatoria con
distribucion gama de pardmetros o =2 y \. Encuentre P[Y > 5.

Solucion
PlY >5]=1-P[(X -3)?2?<4]=1-P[-2<X-3<2/=1-P[1l <X <5

=1-\° f15 re Mdr = 1+5e N +e P —ePAN—e A =1+ BA+1) —e M A+ 1)

EJERCICIO 8.26. Sea X una variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a y \. Encuentre la distribucion de Y = cX, donde ¢ es una constante positiva.

Solucién

Para y > 0, se tiene:
PlY <y|=P[cX <y|=P[X < ?] = Fx(¥)

Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

«@ a—lef%y
fr(y) = %fX(%) = %/\cﬁflr(a) - T(a)

Asi que Y tiene distribucién gama con pardmetros « y %

EJERCICIO 8.27. Supongamos que la vida en horas de cada ldmpara, de una cierta
clase, es una variable aleatoria T' con funcion de densidad dada por:

100 .;
_ Tz st > 100
fT(t) { 0 en otro caso

¢ Cudl es la probabilidad de que de 4 de esas lamparas, a) ninguna tenga que ser
sustituida durante las primeras 150 horas de uso? y b) las 4 tengan que reemplazarse
durante las primeras 150 horas de uso?
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Solucion

P[T > 150] = f150 1t020dt igg = %

a. (2)" =0.19753

b. (1)* =0.012346

EJjercicio 8.28. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
al interior del triangulo formado por la recta y = —x + 1 y los ejes coordenados. Sea
Y la distancia del punto seleccionado al eje y. Encuentre una funcion de densidad de
Y.

Solucién

Para y € (0,1), se tiene:

Ply <yl=2[3-51-y? =2y—¢"

Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

fr(y) = { 2(1—y) siye(0,1)

0 en otro caso

EJERCICIO 8.29. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
sobre la base AB de un tridangulo equildtero ABC' cuyos lados miden 2 unidades cada
uno. Sea X la distancia del punto seleccionado al vértice C. Encuentre una funcion
de densidad de X .

Solucién
Para x € [\/3, 2}, se tiene:

P[X <z] =228 — /32

Asi que:
0 six < \/5
Fx(r)=4q Va?—-3 siz € [V3,2]
1 six > 2

Por lo tanto, una funcién de densidad de X estd dada por:
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= sixz e (V3,2
0 en otro caso

EJjercicio 8.30. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(x,y) del cuadrado 0 <z <1,0<y < 1. Sea X la distancia del punto seleccionado
al origen. Encuentre una funcion de densidad de X .

Solucién
12T
y I
1.0
08T
06T
04+
02T
0.0 ——+—+—+—+—+—+—+—+—1+—+
00 02 04 06 08 1.0 )1(.2
Fy(r) = P[X < ] T’ si0<az<1
T) = €Tl = .
X - ;llﬂxQ—Zflx\/xQ—UQdu sil<xz<+2
}ﬁrm? si0<z<1
- }waQ—szfi\/l—Ude sil<ax<+2

Asi que, una funcién de densidad de X estd dada por:

—_

STX sio<z<1

fx(z) = —mc—%\/xz— —4xfl1\/1—112dv sil<az<v2

=N

2
0 en otro caso
%mc si0<z<1
= %m:—%\/aﬂ— — 4z (iw—#\/aﬂ—l—%arcsen%) sil<z<+2
0 en otro caso
%71’:6 si0<z<l1
= 23:arcsen%—%m: sil<ax< \/5

0 en otro caso
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EJjERcCICIO 8.31. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(x,y) del cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1. Sea Z la suma x + y. Encuentre una
funcion de densidad de Z.

Solucién

2

z si0<z<1

PlZ<z={ 2
Z < {1—ﬂ;ﬁ sil<z<2

Asi que, una funcién de densidad de Z estd dada por:

z si0<z<1
fz(z)=¢q 2—2 sil<2z<2
0 en otro caso

EJERCICIO 8.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
en el interior del cuadrado 0 < x < 1, 0 <y < 1. Sea X la distancia del punto
seleccionado a la diagonal de pendiente 1. Encuentre una funcion de densidad de X .

Solucién

Para x € [O, %\/5], se tiene:

P X<z]=1- (1—x\/§)2

Asi que, una funcién de densidad de X estd dada por:

siz <0
Fx(x) = 1—(1—3:\/5)2 siz € [0,3v2]

six > %\/5
Por lo tanto:

fx(m):{gﬁ(l—mx/@) sixe((),% 2)

en otro caso

Ejercicio 8.33. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del rombo de vértices (0,1), (2,0), (0,—1) y (—=2,0). Sea X la distancia
del punto seleccionado a la diagonal menor del rombo. FEncuentre una funcion de
densidad de X.
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Solucién

Para 0 < x < 2, se tiene:

PX<z]l=1[4-22-2)1-i2)]=14-(2-2)=1-

2t =4 (2—a)

Asi que, una funcién de densidad de X estd dada por:

12-2) si0<z<2
en otro caso

fx(z) Z{

EJjERCICIO 8.34. Dos personas A y B juegan el siguiente juego: cada persona elige
al azar, de manera independiente de la otra, un punto sobre el intervalo (0,1). Si
la distancia entre los dos puntos seleccionados es menor que una cantidad d, fija
de antemano, el juego es ganado por A; de otra manera, el juego es ganado por B.
Encuentre el valor de d para el cual ambas personas tienen la misma probabilidad de
ganar el juego.

Solucién

Sean X y Y los puntos seleccionados, entonces:

0 sid<0
PllY = X| <d] = 1—(1—d)2 sio<d<1
1 sid>1

Se busca d tal que P[|Y — X| < d] =, asi que d = 1 — /2 = 0.2929
COMPLEMENTO

_J21-d) si0<d<1
f\YfX\(d) _{ 1 en otro caso

Obsérvese que d < E[|Y — X|] = fol 2¢(1 — z)dx = .

EJjErCICIO 8.35. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcion de densidad de Y = aX + b, en donde a y b son constantes
y a # 0. Aplique el resultado al caso en que X tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1).
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Solucion

Sia = 0,Y esconstante, asi que, por ser discreta, no admite una funcién de densidad.
Supongamos ahora que a # 0; se tiene entonces:

=

P[X < 0 = Fy(L£0) sia>0
PX>%2=1-Fx(£?) sia<0

|

P[ng]:P[aX+b§y]:{

°]

Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:
fry) = \T}qf (nyb)

Para el caso en que X tiene distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), se tiene:

Losio<t<lya>0 1 sib<y<a+bya>0
fr(y) = —% si0<yT*b<1ya<0: —% sib+a<y<bya<0
0 en otro caso 0 en otro caso

En este caso, se concluye entonces que si a > 0, Y tiene distribucién uniforme en el
intervalo (b, a+0b), mientras que si a < 0, Y tiene distribucién uniforme en el intervalo
(a+b,).

EJjerciciO 8.36. Sea X una variable aleatoria continua, no negativa, con funcion de
densidad f. Encuentre una funcion de densidad de'Y = v/ X. Aplique el resultado al
caso en que X tiene distribucion gama con pardmetros o y .

Solucién
Para y > 0, se tiene:
PIY <y)= P |VX <y| = PIX <32 = Fx(s?)

Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

h@%—{%ﬂf)ﬁy>o

0 en otro caso

Para el caso en que X tiene distribucién gama con pardmetros o y A, se tiene:

20 | 2a—1 ,—Ay? :
fy(y) = NOL e siy>0
0 en otro caso
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EJeErcIcIO 8.37. Sea X wna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcion de densidad de Y = |X|. Aplique el resultado al caso en que

X tiene distribucion a) normal con pardmetros i y o2 y b) uniforme en el intervalo
(—1,2).

Solucioén

Para y > 0, se tiene:
PIY <y|=P[X|<y]=Pl-y <X <y]=Fx(y) — Fx(-y)
Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

fr(y) = { f)+ f(—y) siy>0

0 en otro caso

9

1 [o=(y=p)?/20? —(y+u)2/202] i
e +e siy >0
a. fy(y) = { [ Y

0 en otro caso
: 2 siye(0,1)
+ — siy>0 . ’
b fr(y) = { gX@) Ay enyotro caso % sty € [1,2)
0 en otro caso

EjeErcicio 8.38. Sea X wna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcién de densidad de Y = eX. Aplique el resultado al caso en que
X tiene distribucién a) normal con pardmetros ji y o y b) gama con pardmetros o y

A

Solucién

Para y > 0, se tiene:
PlY <y|=Ple* <y] = P[X <Iny] = Fx(lny)
Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

f(ny) siy >0
en otro caso

{ L_e—(ny—m)?/20% iy >

o =

) = {

oyV 2T
0 en otro caso

a. fy(y) =
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L\ (Iny)*te v siy>1

b. fy(y) ={ g

en otro caso

_ m)\a(lny)o‘_l siy>1
0 en otro caso

EJjercicio 8.39. Una funcidon de densidad f, de una variable aleatoria continua X,
estd dada por la formula siguiente:

cr? si0<z<l1
5 s11<x<?2
0 en otro caso

fx) =

donde ¢ es una constante. Encuentre una funcion de densidad de la variable aleatoria
Y =(1-X)>.

Solucioén

2 ) 1
Ji &dx =2, asf que [, ca’dx = 2

=3, ; por lo tanto ¢ =

1
4

W~

Para 0 < y < 1, se tiene:
PlY <y|=P[1-X)?<yl=P[1-y<X <1+
=Fx(1+y) — Fx(1— /)

Asi que, una funcién de densidad de Y estd dada por:

MVILS(1_ m2 3,445
fY(y):fX<1+\/§)ﬁg+fX<1—\/§)#y: o VO~ ysg
Por lo tanto:

3y—4yy+5 .
{ 5y si0<y<1

0 en otro caso

fr(y) =

EJERCICIO 8.40. Muestre con un ejemplo que si X no es continua entonces la dis-
tribucion de Fx(X) no necesariamente es uniforme.

Solucion

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de pardmetro p, entonces:
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F()— 0 siz <0 B 0 iz <0
e ) pa —p)k siz>0 | 1—(1—p)EH siz>0

FX(X) =1 (1 _p)[[ﬂc]Hl -1 (1 —p)X“
EJjeERrcICIO 8.41. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx con-

tinua y estrictamente creciente y definamos la funcion d : (0,1) — R mediante la
relacion d(t) = inf {s € R: Fx(s) > t}. Demuestre que d es la inversa de Fx.

Solucién

Se tiene lim,.. o Fx(x) = 0y lim,.., Fx(x) = 1, asi que, como Fx es continua, dado
t € (0,1), existe z € R tal que Fx(z) =t y entonces d(t) = inf {s € R: Fx(s) =t},
as{ que, nuevamente por ser Fx continua, Fy(d(t)) = t.

Por otra parte, dado x € R, sea t = Fx(z), entonces, como F'x es estrictamente cre-
ciente, F'x(s) < t para cualquier s < z, asi que d(t) = inf {s € R: Fx(s) > Fx(z)} =
x, es decir, d(Fx(z)) = x.

EJERCICIO 8.42. Demuestre directamente que st 'Y tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1), entonces, dado \ > 0, —ilnY tiene distribucion exponencial con
parametro .

Solucién

Sea X = —1InY, entonces:

1l—e™ gixz>0

Fx(X)=P[X<a2]=P[-+tInY <z =P [lnY > e ] :{ 1 7 <0

Asi que X tiene distribucién exponencial con pardmetro \.
EJjERrRCICIO 8.43. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion uniforme en el

In(1-p)
con pardmetro p, en donde [[z]] es el mayor entero menor o igual a x.

intervalo (0, 1), entonces, dado p € (0,1), HH‘—YH tiene distribucion geométrica

Solucién

Sea X = H:lnl(rifp)]}’ entonces:
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P[X:x]zp[xg l<ny)<x+1] Pl1-p)"* <Y < (1-p)]

en otro caso 0 en otro caso

:{(()1—]9):’5—(1—10)9“rl size{0,1,...} :{p(l—p)z size{0,1,...}

Asi que X tiene distribucién geométrica con pardmetro p.

EJERCICIO 8.44. Demuestre directamente que sip € (0,1), A = —In(1—p) y Z es una
variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro A, entonces, [[Z]] tiene
distribucion geométrica con pardametro p, en donde [[x]] es el mayor entero menor o
tqual a x.

Solucioén

Sea X = [[Z]], entonces:

e — e Mot sigz e {0,1,...}

P[X:x]:P[x§Z<$+1]:ff+l/\eAydy:{o en otro caso

e In(1-p) _ o@D l-p) i 5 € {0,1,...}
en otro caso

1—p)*—(1—-p)* sizef01,...}
en otro caso

[an N

¥ size{0,1,...}
en otro caso

Asi que X tiene distribucién geométrica con pardmetro p.

EJERCICIO 8.45. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1), entonces, dado A > 0:

c(Y):fnf{je{o,l Foynd e Y}

tiene distribucion Poisson con pardmetro \.

Solucién

Sea X = inf {j c{0,1,...}: 30, AIC‘;—,_A > Y}, entonces:
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k!

PIX =)= P[Sii X < v i e > V]

o x—1 )\Icef)\ T )\k:efk
—P[ o S U <3 k!]

T Ake—A x—1 \ke—2A .
_ ) Dm0t — kot size{0,1,..}
0 en otro caso

0 en otro caso

_{ )\z;!—A size{0,1,...}

Asi que X tiene distribucién Poisson con pardametro .
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CAPITULO 9

ESPERANZAS

EJERcIciO 9.1. Utilice el método del ejemplo 9.5 para calcular la esperanza de una
variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro \.

Solucién

EX] = Y2 aP[X =] = Y2 a8 = de A Y2 A0 = peded = A

EJERCICIO 9.2. Utilice el método del ejemplo 9.6 para calcular la esperanza de una
variable aleatoria X con distribucién a) binomial de pardmetros n y p y b) binomial
negativa de pardmetros r y p.

Solucién
a. E[X] =370 g kfx(k) =220 k(p)p (L —p)" ™ =320 k(3)p" (1 —p)"*
— - k) () = —pa s, () ()

=p(l—p)"g [(1%, + 1)n - 1} =p(l—p)""g [(ﬁ,)n - 1}

n—1
=p(l—p)"*'n (%p) T = P

b. BIX]=p" S0 k()AL= p)f = —p (1 —p)L 332, () (1= p)*

—p"(L=p)gp =p (1 —pyrp Tt =r2k

EJjErCICIO 9.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

size{l,...,N}
en otro caso

fx(x) = { (W

135
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donde N es un entero positivo. Encuentre E [X].

Solucion

N N = N
BE(X)=> 1 ofx(x=22_, xN(Jz\f—f—l) - N(]\27+1) PN &

2 N(N+1)(2N+1) _ 2N+1
N(N+1) 6 - 3

EJjerCICIO 9.4. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

= sixe{2,3,...}
fx()=<¢ 3—e six=0
0 en otro caso

Encuentre FE [ X].

Solucién
EX] =3 0=200 (35—11)! =Y am=e—1

EJERCICIO 9.5. Un juego popular en Inglaterra consiste en el lanzamiento de 3 dados.
Un jugador puede apostar a cualquiera de los nimeros enteros entre 1 y 6. Si se
obtiene ese numero en exactamente uno de los 3 lanzamientos, se gana lo mismo que
se aposto; si se obtiene en exactamente dos de los 3 lanzamientos, se gana el doble de
la apuesta y si se obtiene en los 3 lanzamientos se gana el triple de la apuesta. Por
otro lado, si no se obtiene el nimero en ninguno de los 3 lanzamientos, el jugador
pierde la apuesta. Encuentre la esperanza de la ganancia (o pérdida) de un jugador
que apuesta un peso en dicho juego.

Solucién

Sea X la ganancia en el juego, entonces:

( (5)3 siz=-1 125 o o

; = -1
DL =1 .
PX=a]=¢ () ()3 siz=2  ={ g5 sie=2
(%)3 siz=3 56 Stz =3

(0 en otro caso 0 en otro caso

. — 125 , % 4 30 , 3 __ _ 17
Asf que, E [X] = —3516 T 216 T 216 T 316 — 216
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EJjERrRCICIO 9.6. Un juego consiste en el lanzamiento de n dados. Un jugador elige
un numero entero entre 1 y 6. Por cada dado con el cual se obtenga ese nimero el
jugador gana 1 peso. Por otro lado, si no se obtiene el nimero en ninguno de los n
lanzamientos, el jugador pierde n pesos. a) Encuentre la esperanza de la ganancia
del jugador. b) ;Cudl es el mds pequerio valor de n con el cual la esperanza de la
ganancia es positiva?

Solucién

a. Sea X la ganancia en el juego, entonces:

(g)" siz=-—n
PX=zl=¢ ()" E)"" size{l,...,n}
0 en otro caso

Asique, E[X] =2 —n(2)".

. oy . n 5\7
b. Para que lalesperanza de la ganancia sea positiva se requiere que ¢ —n (5) > 0,
es decir n > ﬁ = 9.8275, de manera que el més pequeno valor de n que satisface

la propiedad requerida es n = 10.

EJERCICIO 9.7. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y sin reemplazo. Encuentre el valor
esperado del nimero mas grande en la muestra.

Solucién

k—1
PX =k|= (";1), para k € {n,...,N}.

B[X] = oy Sl k(D) = gy i () = gy () = e

k—1
PIX < = (;)),parake{n+1,...,zv}.

1 sik<n
sike{n+1,...,N}

0 en otro caso
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mmzzﬁgpwzm=n+zimﬂrfﬁy

n

|

— N - T () = N - gy () - 2

EJjerCICIO 9.8. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y con reemplazo. Encuentre el valor
esperado del nimero mds grande en la muestra.

Solucién

PIX <k =" parake{l,... N}

Nn
1 sik<1

PIX>kK=¢ 1-%D" sike{1,... N}
0 en otro caso

BIX]= T PIX 24 =50, |1 - 5]

Nn

=N - S k- 1)t = N g S

— Nn Luk=1

Otro método:
PX=k=P[X>k-P[X>k+1] =L - &

E[X] =Y kP[X = k] = &5 S0, k" — (k — )" + (k — 1)"]
= X [N k=) = N -

EJjErCICIO 9.9. Sea X una variable aleatoria distribuida geométricamente con pard-
metro p y sea M wun entero positivo. Encuentre la esperanza de Y = min(X, M) y
Z =max(X, M).

Solucién

P[X >y siye{0,...,M}
0 en otro caso

Py 2y -

EY)=3 PY 2yl =2l PIX 2y = 2,L,(1-p) = 52 [1 - (1 - p)"]

B(2] = BIM+X = Y] = M+ 152 = 52 [1— (1 p)¥] = M+ S5

p
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Otro método:

PX=y] siye{0,....M -1}
PY=yl=q PIX>y|] siy=M
0 en otro caso

(1-p)¥ siyed{0,...,.M —1}
1—p)¥ siy=M
en otro caso

BlY] =Y py(1—p)Y + M(1—p)M =

= —p(1—p) > 5 (1 =p)Y + M(1—p)

p(1—p)>°

M= —p(1-

M-—1 M
—p(1 = p) [FMERE sG] (1 - p)

M-1
y:l y

P)iy

139

(I=p)t+M(1-p)™

d 1—p—(pl—p)M +M(1—p)M

—(L=p) = MOA=p)" + 22 [1=p— (L= p)"| + M= p)¥ = 52 [1 = (1 - p)"]

1 size{0,...,M}
P[Z>zl=¢ P[X>z2 size{M+1,M+2,...}
0

en otro caso

E(Z)ZZ?;lp[ZZZ]=M+Z§iM+1P[XZZ]

1—p)M+!

=M+ Y7 (1 —p) =M+ &2

EJERCICIO 9.10. Se escoge al azar un nimero del conjunto {1,...,10}. Una persona
A trata entonces de determinar el valor del niimero seleccionado mediante prequntas
cuyas unicas respuestas son si o no. Encuentre la esperanza del nimero de prequntas
que se tienen que hacer hasta encontrar el valor del nimero en cada uno de los casos

stguientes:

a) La pregunta nimero i es sse selecciond el nimero i?

b) Se pregunta de tal manera que la respuesta elimina aproximadamente la mitad de

las posibles soluciones.

Solucién

a. Sea X el nimero de preguntas que se realizan, entonces:

P[X =x]= %, para cualquier x € {1,...,10}, asi que:
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EX]=F 2 _1U_55

z=110 — 2

b. Después de la primera respuesta el niimero de posibles soluciones se reduce a 5.
Después de la segunda respuesta se reduce a 3 o 2. En caso de que se reduzca a 3,
la tercera respuesta podria conducir a la solucién, mientras que en caso de que se
reduzca a 2, con seguridad la tercera respuesta conduce a la solucién. En caso de que
se reduzca a 3 y la tercera respuesta no conduzca a la solucién, la cuarta respuesta
determina la solucién. Por lo tanto:

% S%ZE:3
P X=x]=q 15 siz=4
0 en otro caso

Asique, E[X] = {5+ 12 = =34.

EJjercicio 9.11. Una caja contiene 5 componentes eléctricos, de los cuales 2 estan
defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden aleatorio hasta que

se encuentren los dos defectuosos. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que
se realizan?

Solucién

Sea X el nimero de chequeos que se realizan. Entonces, para k € {2, 3,4, 5}, se tiene:

PIX =k = (1) (2,

Asi que:

EJERCICIO 9.12. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas
hasta que se ocupe la primera caja. ;Cudl es el nimero esperado de bolas que se
colocan en las cajas?

Solucién

Sea X el nimero de bolas que se requieren.
Para n € N, se tiene:

PIX =n] = (51" %
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Asi que, E[X] = N.
EJercIcIiO 9.13. Una persona dispone de n llaves, una de las cuales es la unica que
abre una puerta. La persona va probando cada llave, una a una, hasta encontrar la
que abre la puerta. Encuentre el niimero esperado de intentos que realiza en cada uno

de los casos siguientes: a) en cada intento, elige una llave al azar entre lasn, b) en
cada intento, elige una llave al azar entre las que ain no ha probado.

Solucién

Sea X el nimero de intentos.

a. PIX =H=(1)""2

ElX]=n

b. PIX =k] = (k:1> 1 n—k+1 1 1
[ - ] - (kil) n—k+1 n  n—k+1 n

EJERrRCICIO 9.14. Se realizan sucesivamente ensayos de Bernoulli independientes, en
cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es p, hasta obtener 2 veces consecutivas
éxito o dos veces consecutivas fracaso ;Cudl es el nimero esperado de ensayos que se
realizan?

Solucién

Sea X el nimero de ensayos que se realizan.

Setiene P[X > 1] = P[X > 2] =1,y,parak € {3,4,...}, el evento P [X > k| ocurre
si y s6lo si en los primeros £ — 1 ensayos se obtiene éxito y fracaso alternadamente,
asf que:

PIX >2n]=p"(1—p)" ' +p" (1 —p)" =p" (1 —p)""
P[X >2n+1] =2p"(1 —p)"

Por lo tanto:

EX] =143 0" (I =p)" 42320, 0" (1= p)"

=1+> 2 A =p) - 2p(1—p) Y p (=)t
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2+p(1—
=1+ [1+2p(1 - p)] l—p(ll—p) - lirpgl—ig

Otro método:

P[X =2n] = p" H(1=p)" 'p* +(1=p)" 'p" (1 =p)* = [p(1 = p)]" " [p* + (1 = p)*]
PIX=2n+1=1-p)" p" (1 =p)p* +p" (1 —p)" 'p(1 - p)* = [p(1 - p)|"
EX]=[p*+ (1 -p)] 2 2np(1 - p)" " + 302,20+ 1) [p(1 - p)]"

=2[p? + (L =p)] 0 n[p(1 = p))" 2300 [p(1 = p)]" + 302 [p(1 - p)]"
=2[p* + (1 =p)> +p(1 = p)] 0L, n[p(L = )" + 302, (1 — p)]"

=232 nlp(l—=p)" " 1= p(1—p)]+ X2, [p(1—p)"

_ 1 p(l—p) _ 2+p(1—p)
- 21*10(1710) + 1-p(l1-p) = 1-p(1-p)

EJERrcICIO 9.15. Una urna contiene N bolas numeradas del 1 al N. Se van sacando
bolas al azar de la urna, una a una y con reemplazo, hasta obtener dos veces conse-
cutiwas la misma bola. ;Cudl es el nimero esperado de elecciones que se realizan?

Solucién

Sea X el nimero de elecciones que se realizan.

PIX =n]=(%2)"" 1

EX] =30 ,n (3" L= (n+2) (54" 4

I T C SRS s o Gt L NG VR VP S |
Otro método:

También se puede decir que se tiene una sucesién de ensayos de Bernoulli en cada uno
de los cuales hay éxito si se obtiene el mismo resultado que en el anterior (es decir,
p = %) y se trata entonces de determinar el niimero de elecciones que se requieren
hasta obtener éxito después de la primera eleccién. Por lo tanto, E [X] =1+ N.

EJERCICIO 9.16. Se quiere seleccionar a una persona de entre n. Para ello, cada
una lanza una moneda y se conviene en que si alguna obtiene un resultado distinto
al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de otra manera se vuelven a
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lanzar las monedas bajo las mismas condiciones. Encuentre la esperanza del nimero
de intentos que se realizan hasta que la persona sea seleccionada.

Solucién

Llamando éxito a la obtencién de cara al lanzar una moneda, cada lanzamiento de
las n» monedas representa la realizacién de n ensayos de Bernoulli con probabilidad
de éxito igual a % La persona es seleccionada en un lanzamiento tinicamente si se
obtiene exactamente un éxito o bien exactamente un fracaso, asi que la probabilidad
de que esto ocurra estd dada por 2n (%)n Los diferentes intentos de seleccionar a la
persona constituyen una sucesion de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito

p=2n (%)n, de manera que si llamamos p; a la probabilidad buscada, se tiene:

=20 Q)T 20 ) = 1o 7] )

EJerCICIO 9.17. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos como sea
necesario hasta tener una nina. Suponiendo que la probabilidad de que un hijo que
procree la pareja sea nina es igual a %, scudl es el valor esperado del nimero de hijos
que tendrd la pareja?

Solucién

P[X =k] = 583 = 57, para k € {1,2,...}.

1
PIX >k =37, & =25 =55, parak € {1,2,...}.

j=k 27 — 1-1

N

E[X}ZZﬁlp[XZk]ZZﬁlw%:%:?

1- 2
Otro método:

Si X es el nimero de hijos de la pareja, entonces Y = X — 1 tiene distribucién

geométrica con pardmetro 1/2. Por lo tanto, E(X) =E(Y)+ 1= 11712/2 +1=2.

Sea A: el primer hijo de la pareja es una nina.

PIX =k =P[X =k | Al P(A) + P[X =k | A% P(A°)
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PIX=k—-1] sike{23,..}

en otro caso
en otro caso

(el NI TP

PIX>k=37,4+=2 =54 parak € {1,2,3,...}.

A 1
Jj=k 27 1-1

EX] =Y PIX >k =30, 7= 21 =2

1
1=3

Ejercicio 9.18. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos como sea
necesario hasta tener por lo menos una nina y por lo menos un nino, deteniendo la
procreacion una vez consequido su objetivo. Suponiendo que la probabilidad de que un
hijo que procree la pareja sea nina es igual a la probabilidad de que sea nino, ;cudl es

la esperanza del nimero de hijos que tendrd la pareja?

Sugerencia: Defina'Y como el nimero de hijos que tiene la pareja y el evento A: el
primer hijo de la pareja es una nina. Considere entonces la distribucion de Y dado

que A ocurre y la distribucion de Y dado que A mo ocurre.

Solucién

PIY =k =P[Y =k| A|P(A) + P[Y =k | A] P(A°)

|

Asi que:

O

en otro caso

PIY > 1] = X5, e = £

:%%Q,parake{l?),...}.
PlY >1]=1

Por lo tanto:

EY]= X2, PV 21 = 1+ 5%, 5 = 1+ 1 =3

Otro método:

Sea X el nimero de hijos que tiene la pareja después del primero y antes del tltimo. X
tiene entonces distribucién geométrica con pardmetro p = 1/2; por lo tanto: £ [X]
%p = 1. Por otra parte, si Y es el nimero de hijos que tiene la pareja hasta tener por
E[X]+2=23.

1

lo menos un nifo y una nina, entonces Y = X +2; por lo tanto, E [Y]

sik=1 {2% sike{1,2,..
0

0 en otro caso

3

k1—1%+2k171% Sik€{2)37---} :{Tv;l Sik€{2’3""
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Otro método:
P[Y = k] =25 = 5, para k € {2,3,.. .}.
EY] = Zikak—LZZLZ?;Qk#:‘l[ 20:1]{5216%_%1] :4[1_%} :4[%] =3

Otro método:

1

P[YZk]Izjikzj%z%Zﬁ,parake{lii,...}.

Py >1=1

E[Y]ZZZ‘llP[YEk]:lJrZEim%:lﬂL 11:3

-3
EJjercicio 9.19. Cuando una determinada mdquina no estd bien ajustada, la proba-
bilidad de que produzca un articulo defectuoso es igual a 0.2. Cada dia la mdquina se
pone a funcionar y se detiene para su ajuste en el momento en que ya ha producido

3 articulos defectuosos. 5Cudl es el nimero esperado de articulos que produce una
maquina desajustada antes de ser detenida para su ajuste?

Solucién

SiY = X —3, entonces Y tiene distribucién binomial negativa con pardmetros p = 0.2
y r = 3, por lo tanto:

1—p)r 0.8)(3
E(Y):( pp) :(0.)2():12

Asi que, E(X) = E(Y)+ 3 =15.

EJERrcicio 9.20. Un lote contiene 100,000 articulos, de los cuales 10,000 estdn de-
fectuosos. Se van seleccionando articulos de la poblacion, uno por uno y al azar, hasta
obtener 20 no defectuosos. FEstime el nimero esperado de articulos que se inspeccio-
nan.

Solucién

PIX =a] = (" )P (1 —p) > = (2" (1 —p)*

_ rd=p) _r _ 20 _

EJERCICIO 9.21 (Problema de los 3 jugadores). Tres jugadores, P, Q y R, juegan
partidas por parejas en cada una de las cuales la probabilidad que cada jugador tiene
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de ganar es %; quien gane una partida juega con el otro jugador hasta que uno de los
jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando entonces el juego. Encuentre el
valor esperado del nimero de partidas que se juegan hasta que uno de los jugadores
gana el juego.

Solucioén

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como la realizacién
de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Bs, .. ., en donde B es éxito si el jugador
P gana la primera partida y, para i > 1, B; 1 es éxito si el jugador que gand la i-ésima
partida gana también la que sigue. Con estas convenciones, el juego se termina en el
momento en que por primera vez se obtiene éxito después del primer ensayo.

Sea X el nimero de partidas que se juegan hasta que uno de los jugadores gana el
juego. Entonces, para k € {2,3,...}, se tiene:

PlX=H=(3)""

1\k—2 .
PIX > k] = ga) :Zf{lm}

BIX]=30PIX >k =1+32,(3) "=1+25,(3) =1+2=3
Otro método:

X — 2 tiene distribucién geométrica con pardmetro %, asi que F [ X]|=2+1=3.

EJERCICIO 9.22. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige un mue-
ble al azar y luego un cajon al azar, de ese mueble, colocando ahi un documento.
Una persona, que estd buscando el documento, elige uno de los muebles al azar y, en
ese mueble, va abriendo los cajones al azar, uno a uno, buscando ahi el documento.
Si después de revisar 10 cajones ain no se encuentra el documento, ;qué estrategia
hace minimo el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta encontrar el docu-
mento: a) continuar buscindolo en el mismo mueble y, en caso de no encontrarlo ahi,
continuar con el otro o b) continuar buscindolo en el otro mueble y, en caso de no
encontrarlo ahi, continuar con los diez cajones que restan del primero?

Solucién

Definamos los eventos:

A: En los primeros 10 cajones inspeccionados no se encuentra el documento.



9. ESPERANZAS 147
B: La llave se encuentra en el mueble seleccionado.

Entonces:

P(A) = P(A| B)P(B) + P(A | B)P(B°) _%

P(A|B)P(B
P(B | A) = HAZEE —

SIS

1
3
Sea X el nimero de cajones que se abren hasta encontrar el documento y, para cada

ie€{l,...,30,}, definamos:

1 sila llave se encuentra en el i-ésimo intento

X, =
! 0 en otro caso

Ll siie{1,...,10}
a. E[X;] = E[X; | B|P(B| A)+E[X; | B]P(B°| A :{105 SLEE e
[ Xi] [Xi | Bl P(B | A)+E[X; | BC] | A) D9 Gie{11,....30)
Asi que:
E{X}:E[ZzIZX}:103 10 Z'4_203 130111'—%—1—%:%:15.5
. . w2 siie{l,...,20}
b. E[X;] = E[X; | BP(B | A)+E[X; | B | P(B° | A) = %% siie{21,...,30)
:

Asi que:

E[X}:E[Zz 12X} :%2 22012+103 13021i_7+1?7:%:15‘5

EJjERrRCICIO 9.23. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige uno de los
muebles de tal manem que la probabilidad de que sea seleccionado el primero es igual
a p, en donde p > = , en sequida se elige un cajon al azar, de ese mueble, colocando
ahi un documento. Una persona, que estd buscando el documento, elige el primer
mueble y, en ese mueble, va abriendo los cajones al azar, uno a uno, buscando ahi
el documento. Si después de revisar 10 cajones aiun no se encuentre el documento,
squé estrategia hace minimo el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta
encontrar el documento: a) continuar buscindolo en el mismo mueble y, en caso de
no encontrarlo aht, continuar con el otro o b) continuar buscandolo en el otro mueble y
, en caso de no encontrarlo ahi, continuar con los diez cajones que restan del primero?

Solucioén

Definamos los eventos:
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A: En los primeros 10 cajones inspeccionados no se encuentra el documento.
B: La llave se encuentra en el mueble seleccionado.

Entonces:

P(A) = P(A | BYP(B) + P(A | BY)P(B°) = p'i)

P(AIB)P(B) _ 3P __
PBlA) =" =75 =15

Sea X el nimero de cajones que se abren hasta encontrar el documento y, para cada
ie{l,...,30,}, definamos:

Y _ 1 sila llave se encuentre en el i-ésimo intento
71 0 en otro caso

L2 sije{l,...,10}
1 , | RBe c —J 102-p U
n E(X)= B | BB | ApeB L 5P| )= { W5 50E 0
Asi que:
E[X]:E[ZzNX]:%ﬁZ +%;_§Zz 1
1— 8271
4 e
1lp giie{1 20}
] = , | B¢ c _ ) 102-p R
b. E[X)] = E[X; | B|P(B| A)+E|X; | B P(B| A) {%QL i 30
—-p
Asi que
o 30 . _ 11-p p 30
EX]|=E [Zi:lZXi] = Eﬂzz KT 102 —p 2ui=21"
1— 1443,
— 21+ g = P
8271 14+3 1-2
% 2fpp g 2+pp o 20 p >0

Por lo tanto, la mejor estrategia es la senalada en b.

EJjerCICIO 9.24. El tiempo de vida, en dias, de cierto componente tiene distribucion
exponencial con pardmetro A = 0.1. Un usuario adquiere el componente bajo la condi-
cion de que pagard 20 pesos por cada dia de operacion (o bien la parte proporcional
en caso de no completarse un dia) después de la primera semana de uso. a) sCudl
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es la probabilidad de que el productor reciba mas de 100 pesos por un componente? b)
¢ Cudl es la esperanza de lo que recibe el productor por un componente?

Solucién

Sea T el tiempo de vida del componente y X lo que recibe el productor.

Se tiene X = 20(T" — 7)Ijp~7), ast que:

P[X >100] = P [20(T — 7)Ijr>7 > 100] = P [T > 12]

=[5 0.1e70dt = 712 = 0.3012

E[X] = E[20(T — N)Ipsn] = [°2(t — T)e~1o'dt = 200e 1 = 99.32

EJERCICIO 9.25. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar una mdquina

tiene distribucion exponencial. Si en promedio ese técnico repara 2 mdquinas cada
hora, scudl es la probabilidad de que pueda reparar 3 mdquinas en menos de 2 horas?

Solucién

Sea X el tiempo que le toma al técnico reparar 3 maquinas. X tiene entonces dis-
tribucién gama con pardmetros A = 2 y a = 3; por lo tanto:

P[X < 2| = [?4a2e 2" dx = 0.761897

EJERCICIO 9.26. Cada foco producido en una cierta fabrica tiene un tiempo aleatorio
de vida T', con funcion de densidad dada por:

(1) = { Mte ™ sit>0

0 en otro caso

Se sabe ademds que, en promedio, el tiempo de vida de cada foco es de 2000 horas.
Estime la probabilidad de que entre 1000 focos, seleccionados al azar de la produccion
de esa fdbrica, haya mds de 210 con un tiempo de vida superior a 3000 horas.

Solucioén

Sea X el niimero de focos, entre los 1000, con un tiempo de vida superior a 3000 horas.
X tiene entonces distribucién binomial con pardmetros n = 1000 y p = P [T" > 3000].

Ademss, E[T] = [;7 Nt?e Mdt = 2 = 2000, asi que, A = 10

1000 *
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Por lo tanto: p = P [T > 3000] = [o A*te~Mdt = 3e73 4+ 73 = 0.19915

Finalmente, utilizando el teorema de de Moivre Laplace, se tiene:

- . X —1000p 210.5—-199.15
P[X >210] = P[X >210.5| = P { /1000p(1—7) Z = i50.49

— p | X1000p > . 89873} e~ 2dy = 0.1844

1000p(1—p) \/ fO 89873

EJERCICIO 9.27. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
tros n y p. Encuentre la esperanza de (1 + X)™1

Solucién
E[(1+X) " =0+ k) ()pa—p)t
n— n n+1 n—

= Lo gerimm?" (1= P)"* = 57 20, ()Pt (L —p)
- n+1 Zk =0 (kil) k+1(1 -7 b= (n+11)p k=1 ( Z )pk(l —p) Tk
= (n+1) (1 - (1 - p>n+1)
Ejercicio 9.28. Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleatoria con dis-
tribucion normal estdndar y sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial
de pardmetro X\ = \/2 . Exprese E(e_XQ) en términos de F' y encuentre su valor.
Solucién
E |:€_XQi| =/ e e My = \e /4 I e~ @3 dy

2
= &\@/4 onfﬁ e 2y, = \/27re\/L2f7r I e~ 2du = \2me[1 — F(1)]

27e(0.158655) = 0.65568

EJERCICIO 9.29. Sea X wna variable aleatoria con distribucion normal estdndar.

_y2
Encuentre E [63X X0

Solucién

E |:63X_X2i| = \% ffooo e3r—a? o=a?/2 0 fj;ffooo e~ 5@=1)% g,
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e3/2 a2 e3/2
=V [ Py =

EJjercicio 9.30. La demanda de un cierto producto, que se vende segin su peso,
estd dada por una variable aleatoria continua X con funcion de distribucion Fx (no
necesariamente absolutamente continua). La venta de x kilos del producto produce
una ganancia de ax pesos mientras que x kilos no vendidos producen una pérdida de
bx pesos, en donde x es cualquier nimero real no negativo. Demuestre que el valor
esperado de la ganancia se mazximiza comprando, para su venta, xo kilos del producto,
_ a
en donde xqy es tal que Fx(zg) = 5
Solucion

Sea x el nimero de kilos que se compran para su venta y G(z) la ganancia que se
obtiene al ofrecerlos en venta.

G(x):{aX—b(:v—X) si X <z :{(a+b)X—ba: si X <z

ax siX >z ax siX>ux
0 siy < —bx
Fow(y) = Fx (b:%) si —br<y<azx
1 siy > ax

ax x 0 x
BIG@) = [ [L-Fx ()] dy = [ Fx (537) dy
=az— [y Fx (%) dy = ax — (a +b) [, Fx(z)dz
Astque F'[G(z)] es méxima cuando a—(a+b) Fx (z) = 0, es decir cuando Fy(x) = 4.

EJjErcIicIO 9.31. Sea Z una variable aleatoria con distribucidn normal estandar, y €
R y definamos la variable aleatoria X mediante la siguiente relacion:

X:{Z st 4 >y

0 en otro caso

Encuentre E [X].

Solucién

X = Zliz>y
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COMPLEMENTO
Fx(x)=P[X <uz|=P[Z<z,Z>y|+Plx>0,Z <y

=Ply<Z<z|+Plx>0,7Z <y

stz <y<0 0 stz <y<0
y<Z<x] siy<x <0 =< Fz(x)—Fz(y) siy<z<0
PZ < 1] sizx>0 Fy(z) siz >0
Asi que:
f fre) sy
fX(I)_{ 0 en otro caso

EJERCICIO 9.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 10 dados. Sea X la
suma de los nimeros que se obtienen. Encuentre E [X].

Solucioén

E[X]=10(%) =35

EJercicio 9.33. Cada persona de un grupo de N lanza su sombrero al aire de tal
manera que cada persona recoge uno de ellos al azar. ;Cudl es la esperanza del nimero
de personas que obtienen el sombrero que llevaban originalmente?

Solucioén

Sea X el niimero de personas que obtienen el sombrero que llevaban originalmente vy,
parai € {1,..., N}, sea X; una variable aleatoria que toma el valor 1 si la persona i
obtiene el sobrero que llevaba originalmente y el valor 0 en otro caso. Entonces:

E[X]=P[X,=1]=

EIX] = E|DY X| = 2L EX] =1

EJjercicio 9.34. Una caja contiene n lamparas, de las cuales r funcionan correcta-
mente. Se checa cada una de las ldmparas en un orden aleatorio hasta que se encuentre
una que funcione correctamente. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que
se realizan?
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Solucién

Sea X el nimero de chequeos que se realizan y, para i € {1,...,n—r}, sea X;
una variable aleatoria que toma el valor 1 si la i-ésima ldémpara que no funciona
correctamente se selecciona antes que cualquiera de las que si funcionan correctamente
y 0 en otro caso . Entonces se tiene:

EIX]=PX, = 1] =

EX]=E[1+X0 X,] =1+ 31 B[X)] =1+ = »

EJERcCICIO 9.35. Una caja contiene n. componentes eléctricos, de los cuales r estdn
defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden aleatorio hasta que
se encuentran s defectuosos. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que se
realizan?

Solucioén

Sea X el nimero de chequeos que se realizan y, para i € {1,...,n —r} sea X; una
variable aleatoria que toma el valor 1 si la i-ésima ldmpara que no esta defectuosa se
selecciona antes de que se hayan seleccionado s de las que si lo estdn y 0 en otro caso.
Entonces se tiene:

S _
r+1

E[X} [S—l-zn TX}_S-FZ” TE[ ]—S—i—(n r)s _ s(n+l)

r+1 r+1

EJERCICIO 9.36. Para determinar si alguna persona tiene una cierta enfermedad es
necesario realizarle un andlisis de sangre. Se quiere examinar a N = n % m personas
y, para reducir el nimero de pruebas, se decide formar grupos de m personas cada
uno. Las muestras de sangre de las m personas en cada grupo se mezclan y se analiza
la mezcla. Si la prueba resulta negativa, se concluye que ninguna persona en el grupo
tiene la enfermedad y no es mecesario realizar ningin otro andlisis a las personas de
ese grupo, pero si resulta positiva, se realiza el examen a cada una de las personas
del grupo. Suponiendo que cada una de las N personas tiene la enfermedad con
probabilidad p = 0.01, encuentre la esperanza del nimero de andlisis que se realizan,
sigutendo el método descrito, para determinar si cada una de las N personas tiene la
enfermedad.
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Solucion

Sea X el nimero de andlisis que se realizan con las N personas y, para cada k €
{1,...,n}, sea X} el nimero de anélisis que se realizan con las personas del grupo
nimero k. Se tiene entonces:

(1—p)" siz=1
PX,=2]=X 1-(1—-p)" siz=m+1
0 en otro caso

Astque: E[Xi]=(1-p)"+(m+1)[1—-1=-p)"=m+1—m(1—-p)"
Ademds, X =), X, asi que:
EX]=Y EX]=nm+1-m@Q-p)"]=N[1+-1-p"]

Obsérvese que la funcién f(m) = 1+ L — (.99)™ tiene un minimo en m = 10.516

(entero: m = 11).

1.0

0.8

" " ]
10 20 30 40
X

EJjercicio 9.37. Supongamos que elegir una persona al azar y anotar el dia de su
cumpleanos es equivalente a elegir al azar un dia de entre los 365 del ano. Encuentre el
numero esperado de dias de nacimiento distintos en un grupo de N personas elegidas
al azar.

Solucién

Sea X el nimero de dfas de nacimiento distintos en el grupo de N personas y, para
j€{1,...,365}, definamos:

Y. — 1 si hay por lo menos un nacimiento en el dia j
771 0 en otro caso
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E[X;) =1- (3"

BIX) = 25 BIX] =365 [1 - (32)"]

EJjercicio 9.38 (Problema del colector de cupones). Una urna contiene N bolas
numeradas del 1 al N. Se van sacando bolas de la urna, una a una y con reemplazo,
hasta que se ha seleccionado por lo menos una bola de cada nimero. Encuentre el
tamano esperado de la muestra que se obtiene.

Solucién

Sea X el tamafio de la muestra que se obtiene y, para j € {0,..., N — 1}, definamos
X como el nimero de elecciones que se realizan a partir del momento en que ya se
han seleccionado j bolas distintas hasta obtener una bola distinta a las j distintas
que se han obtenido previamente.

P =4 = ()"

Asi que:

E[X)) = 55

EX|=Y G BN =0 5 =N(F+gg+ -+ =NA+i++4%)
EJERCICIO 9.39. Sea X una variable aleatoria cualquiera. demuestre que a) si Fx(m) =
% entonces m es mediana de X, b) Si X es una variable aleatoria continua, entonces
m es mediana de X si y solo si Fx(m) = , c) st no existe algin punto x E R tal
que Fx(z ): = entoncesm—lnf{mGR FX } —sup{xE]R Fx(z 2}
es la dnica medzana de X y d) si existe algin punto r € R tal que Fx(x ) 3
entonces un numero real m es mediana de X si y sélo si m € [a,b], en donde
a—mf{xeR Fx(z }yb—sup{xER Fx(z —2}

=

Solucién

a. P[X <m|=Fx(m)=3

P[X>m]>P[X >m]=1-Fx(m) =

1
2

b. Supongamos P [X < m] > % y P[X >m] >

N =

, entonces:

Fx(m)=P[X <m] >

1
2
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1—Fx(m)=P[X >m|=P[X >m] > 1

Asf que Fx(m) = 3.

¢) Como Fy es continua por la derecha, P [X < m] = Fx(m) > 3.

1

Si y < m entonces P[X <y| < 3,

P[X >m] > 1.

asi que P[X <m] < %, de lo cual se sigue

Por lo tanto, m es mediana de X.
Si y < m entonces P [X < y] < %, asf que y no puede ser mediana de X.

Siy > m entonces P[X <y] > P[X <m] > 1, asf que P[X > y] < 1, por lo que y
no puede ser mediana de X.

d. Siy < a, entonces Fx(y) < %, asi que y no puede ser mediana de X.

Siy > b, seay >z > b, entonces, P[X <y] > P[X <z] = Fx(z) > 3, asf que
PX >yl < %, por lo que y no puede ser mediana de X.
Como Fx es continua por la derecha, P[X < a] = Fx(a) = 3. Por lo tanto, a es

mediana de X.

Si Fyx(b) = 5 entonces b es mediana de X.

En otro caso, como b = sup {x ER: Fx(z) = %}, existe una sucesion creciente de
nimeros reales x,, cuyo limite es b y tales que Fx(z,) = %, asi que P [X < b| = %, de
lo cual se sigue P[X <b] > 3y P[X >b] = i. Por lo tanto, en cualquier caso, b es
mediana de X.

Si a <y < b, entonces Fx(y) = %, asi que y es mediana de X.

EJERCICIO 9.40. Encuentre una mediana de X si su distribucion es a) uniforme en
el intervalo (a,b), b) normal con pardmetros u y o® y c) exponencial con pardmetro
A.

Solucién

a. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (a,b),
entonces:
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0 sirz<a
Flz)=¢ T2 sia<az<b
1 six>b
Asi que F(m) = % tnicamente cuando 7=* = % Por lo tanto, X tiene una tnica

mediana, la cual estd dada por m =a + (b —a) = 1(a +b).

b. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros p y o2,
entonces, como la funcién de densidad de X es simétrica con respecto a r = pu,
F(m) = % unicamente cuando m = p. Por lo tanto, la inica mediana de X es m = p.

c. Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro A, en-
tonces:
0 siz <0
F(x) = .
(@) {1—6_)‘“’ siz >0
m

Asf que F(m) = 3 tnicamente cuando 1 — e~

deXesm:§1n2.

= 1. Por lo tanto, la tnica mediana

EJERCICIO 9.41. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Demuestre que
m € R es mediana de X si y solo si la funcion G(z) = E[|X — z|] alcanza su valor
minimo en r = m.

Solucién

Supongamos que m es mediana de X.

Se tiene P[X < m] < 1, asf que Fx(z) < 3 cuando z < m.

1
2

Ademss, Fx(m) > 3, asf que Fx(z) > 3 cuando z > m.

Por lo tanto, para cualquier y € R, se tiene:
Gly) —G(m) =2 [ Fx(z)dz+m—y > (y —m) + (m —y) = 0.

Ademss, si y no es mediana de X y y < m, entonces Fx(y) < %, de manera que,
como F'yx es continua por la derecha, existen ¢ < % y 0 > 0 tales que Fx(z) < ¢ para
cualquier z € [y,y + §). Por lo tanto: G(y) — G(m) = 2 [’ Fx(z)dz+m —y > 0.
Por otra parte, si y no es mediana de X y y > m, entonces P[X < y|] > %, de
manera que, como la funcién y — P [X < y] es continua por la izquierda, existen
¢ > 1y d >0 tales que P[X < z] > ¢ para cualquier z € (y — 6,y]. Por lo tanto:
Gly) —G(m) =2 [ Fx(z)dz+m—y >0
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EJERCICIO 9.42. Se desea construir una estacion de bomberos en algin punto de un
camino de longitud infinita. Supongamos que el punto sobre el camino en el cual se
presenta un incendio es aleatorio, de tal manera que la distancia, X, desde el origen
hasta dicho punto, es una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardme-
tro . sEn donde deberd construirse la estacion de tal manera que la esperanza de la
distancia de la estacion a un incendio sobre el camino sea minima?

Solucién

Se quiere encontrar a > 0 tal que E [|X — a|] sea un minimo.
E(|X —all = [[7 |z —al Ae™de = [[(a — ) e dx + [(x — a) e Mda
= %(e*)‘a +Ada—1)+ %e”\a = %(2@’” + Xa—1)

Derivando esta expresion con respecto a a e igualando a cero se obtiene a = iln 2.

EJERCICIO 9.43. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en {0, ..., N}.
Encuentre la esperanza y la varianza de X.

Solucién

E(X) = Zk o RP[X = k] = Zk 0kN+l N;Hzgzok:ﬁw:%]\f
POX?) = Tl P LY = H = Tl Fky = vy S

N(N+1)(2N+1) _
= ¥oi . =IN(2N +1)

Var(X) = B(X?) — [B(X)]? = Y2l N2 _ L2 g 1y — NOV42)

6 4 12 6 12

EJERCICIO 9.44. Sean a < b dos nimeros Teales y X una variable aleatoria distribuida
uniformemente en el conjunto {x, =a+ £ (b —a)|ke{l,...,n}}. Encuentre la
esperanza y la varianza de X.

Solucién

Si Y es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el conjunto {1,...,n},
entonces X = a + X (b — a), por lo tanto:

EX)=a+2*E(Y)=a+22" —=a+ 2 (b—a)=1(a+b) + 5-(b—a)

Var(X) =" (V) = Eglnld — w1y )2 = L(b—a)? — s (b — a)?

n? 12 12n2 12n2
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EJERCICIO 9.45. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-
valo (—2,1). Encuentre la esperanza y la varianza de Y = | X + 1|.

Solucién

1 1 -1
BUX +1] = [ o+ 11de = [ (o + Do = § 5w+ Ve = 3 +4 = 3
Elx+1P] =L (x+1)%de =1

Var [X +1]=E[IX +1P] - (BIX + 1))’ =1-&8 =1

EJERCICIO 9.46. Si Y es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el in-
tervalo (—3,2). Encuentre la esperanza y la varianza de Y = | X? — 1].

Solucién

EY] = %f_23 |22 — 1] dx = %f_}}(ﬁ —1)dz + £ f_ll(l —2?)dx + ; ff(xz —1)dz = 2

15

2 2
E[Y?] = %f_s(xQ —1)%dx = %V&T(Y) =22 _ (%) = %

EJERCICIO 9.47. Se toma una muestra con reemplazo de tamano 4 de una urna que
contiene 30 bolas numeradas del 1 al 30. Sea X la suma de los nimeros que se ob-
tienen. Encuentre la varianza de X.

Solucioén

Sea X; el nimero que se obtiene en la i-ésima eleccién.

30 30)(31
E[Xi]:%Zkzlk:?,_lo( )2( ! =3
E[X? = % 220 . B2 — L (30)(6)(61) _ (31)6(61) _ %91
Var(X;) = 1891 (3?) _ 81929
Var(X) = 4Var(X;) = =2 = 299.67

EJERCICIO 9.48. Supongamos que X yY son dos variables aleatorias independientes
tales que E(X*) =2, E(Y?)=1, E(X?)=1 y E(Y)=0. Encuentre Var(X?Y).
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Solucién
Var(X2Y) = B [(X*Y)’] = [(B(X*))?] = B(X)E(?) - [(B(X)E(Y))’
=2

= @)@ - [(1)(0)’]

Ejercicio 9.49. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de varianza
finita. Encuentre la varianza de 2X + 3Y en términos de las varianzas de X y Y.

Solucién

Var(2X +3Y) =Var(2X) + Var(3Y) = 4Var(X) + 9Var(Y)

Ejercicio 9.50. En un grupo de 20 personas, de las cuales 10 son hombres y 10
son mugeres, se forman 10 parejas al azar. Encuentre la esperanza y la varianza del
numero de parejas integradas por un hombre y una mugjer entre las 10 que se forman
al azar.

Solucioén

Sea X el niimero de parejas integradas por un hombre y una mujer entre las 10 que se
forman al azar y, para cada k € {1,...,10}, sea X una variable aleatoria que toma
el valor 1 cuando la pareja nimero £ queda integrada por un hombre y una mujer y
el valor 0 en otro caso. Entonces, como la probabilidad de que la pareja nimero k

(110) (110)

quede integrada por un hombre y una mujer estd dada por @ se tiene:
2

10\ /10
Bx) = ) 10

(%)
E[X{]=E[Xi] = 15

2 2

Var(Xy) = E[XE] — (B [X)])" = 35 — (35)” = qop
Por otra parte, para i,j € {1,...,10}, con i # j, la variable aleatoria X;X; toma el

valor 1 cuando tanto la pareja niimero ¢ como la nimero j quedan integradas por un
hombre y una mujer y el valor 0 en otro caso. Ademds, la probabilidad de que tanto
la pareja niimero ¢ como la nimero j queden integradas por un hombre y una mujer
()() B)G)
(220) (128)

estd dada por . Por lo tanto, se tiene:
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W) G)E) _ 100
(%)

Cov(X:, X;) = E[X,X,;] — E[X] E[X,] = 02 — (10) = 10

F X X;| =

P
o
)
N—
=
=]
—
=

Finalmente, X = Z,lﬁozl X}, asf que:
E[X] =32 E[X] = X0 = 5.2632
Var(X) = Var(3 ey Xi) = 2oy Var(Xe) +2 Z{i,jE{l,Z ..... 10}, i<j} Cov(X;, X;)

— 900 10 10 __ (900)(18) __

EJjErcicio 9.51. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion hipergeométrica de
pardmetros r, s y n. Encuentre la varianza de X.

Solucioén

Recordemos que esta distribucién se presenta al tomar una muestra sin reemplazo de
tamano n < r 4+ s de una poblacién formada por dos tipos de elementos, I y II, de tal
manera que hay r elementos de tipo I y s de tipo I y definiendo X como el nimero de
elementos de tipo I que se obtienen en la muestra. Para cadai € {1,...,n} definamos
la variable aleatoria X; de la siguiente manera:

¥ 1 si el 2-ésimo elemento de la muestra es de tipo I
‘1 0 sieli-ésimo elemento de la muestra es de tipo II

Entonces E [X;] = y como X = Xj + -+ + X, se tiene F'[X]| = 7=

P
r+s r4s’

BIX?)=E[X] =

m
r r )2 r r rs
Var(X)) = E[X}] = (E[X) = 75 - (FR) == (- 15) = &%
r(r—1
E[XiX)] = oo
r(r— r )2 r r— T
Cou(X;, X;) = E[X,X;) - EIX) E[X)] = oy — (75) = v Gl — )

= T TesD

Asf que:
Var(X) =320 Var(Xo) + 236 jeu,. i}, i<y Cov(Xi, Xj)
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= Zi:l ﬁ —2 Z{i,je{l,Q,...,n}, i<j} (r+s)2?f+871) - <£§)2 B 2(3) m
_ _nrs n(n—1)rs _ nrs(r+s—1)—n(n—1)rs _ nrs(r+s—n)
(r+s)2 (r+s)2(r+s—1) (r+s)2(r+s—1) (r+s)2(r+s—1)

EJERCICIO 9.52. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a y . Encuentre E[X"] para cualquier n € N.

Solucién

00 ya-l-n—le—ydy — I(a+n)

n A X n..a—1,-\z
E[X"] = Jo 16/\dx:#(a)o T (o)

T T

EJERCICIO 9.53. Sea X una variable aleatoria y n € N. Si X tiene esperanza finita
y | X — E(X)|" también tiene esperanza finita, se dice que X tiene momento central
de orden n finito y a la cantidad E [(X — E(X))"] se le llama el momento central de
orden n de X. a) Demuestre que una variable aleatoria X tiene momento central de
ordenn finito siy sélo si X tiene momento de ordenn finito. b) Para cualquier n € N,
encuentre el momento central de orden n de una variable aleatoria con distribucion
normal de pardmetros ji y o2.

Solucién

a) Para cualquier r € Ny z € R, se tiene |z|"~" < 1+ |z, asi que:
E[|X - EX)] <1+ E[X - BE(X)[']

Por lo tanto, Si una variable aleatoria X tiene momento central de orden n finito,
entonces, para cualquier entero no negativo m < n, X tiene momento central de
orden m finito.

EB[1X - E(X)["] < E[(1X]|+ |EX))"] = Thsy () (B B [IX]*]

Asi que si X tiene momento de orden n finito entonces también tiene momento central
de orden n finito.

EIIXI") £ B(X — BX)|+BX)N)'] = Sheo () (ECO)" ™ E [1X = BOOI*]

Asi que si X tiene momento central de orden n finito entonces también tiene momento
de orden n finito.

b) % tiene distribucién normal estandar, asi que:
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P [(X__H)n] _ 0 s1n es impar
1-3-5---(n—1) sinespar
Por lo tanto:

si n es impar
n—1)c" sin es par

lx-wl={{ 55

EJERCICIO 9.54. Sea X una variable aleatoria con una funcion de densidad tipo Pois-
son de parametro A. Utilice la desigualdad de Chebyshev para verificar las siguientes
desiqualdades:

o) P(X <3) <4

b) P(X > 2)) <

Solucién

P[IX — E[X]| 2 <] < 3Var[X]

Se tiene E [X] = Ay Var(X) = A, asi que, por la desigualdad de Chebyshev, para
cualquier € > 0, se tiene:

PIX-X2>d <3

b. P(X >2\) = P(X —A>X) < P[|X — A > \] <

EJERCICIO 9.55. Supongamos que para decidir si una moneda estd balanceada la lan-
zamos 1,000 veces y rechazamos la moneda como balanceada si el nimero de soles o
el nimero de dguilas que se obtienen es mayor o igual a 550. Utilice la desigualdad
de Chebyshev para determinar el mdximo porcentaje de monedas balanceadas que se
rechazan con este procedimiento. Compare el resultado con el que se obtiene aplicando
el teorema de de Moivre Laplace.

Solucién

Si llamamos X al nimero de soles en los 1000 lanzamientos y suponemos que la
moneda estd balanceada, la desigualdad de Chebyshev establece:

P[|X —500] >50] < 2% = 0.1
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Asi que, a lo més se rechazan 1 de cada 10 monedas balanceadas con este procedi-
miento.

Por otra parte, el teorema de de Moivre Laplace establece:

— 50 X-500 50
P{IX =500 < 50] = P | -8 < 5200 < 0

~ A [ e e du = 0.9984

P[|X —500] > 50] ~ 1 — 0.9984 = 0.0016

Asi que, se rechazan, aproximadamente, 16 de cada 10,000 monedas balanceadas con
este procedimiento.

EJERCICIO 9.56. Para estimar la proporcion de cierta clase de peces, en una determi-
nada poblacion, se toma una muestra con reemplazo de tamano 100 y la proporcion de
peces que se obtiene en la muestra se toma como la proporcion de peces en la poblacion.
Calcule la probabilidad de cometer un error mayor de 0.05 con esta estimacion.

Solucién

Si p es la proporcién de peces en la poblacién y X el niimero de peces que se obtienen
en la muestra, entonces X tiene distribucién binomial con pardmetros n = 100 y p.

La desigualdad de Chebyshev establece:

P |5 —p| > 005] < R <1

Por otra parte, el teorema de de Moivre Laplace establece:

X _ pl 0050 ~ X-—np _ 0.05n
P|% - p| <0.05] = P |- < X < 00

0.05n

~ 1 [vepg 132 1l 12 B
~ mf_gg%e 2" dr > 7= |7, e72" dw = 0.68269
Asi que:

P[|% —p| >0.05] ~1—0.68269 = 0.31731

EJjerRCICIO 9.57. De acuerdo con su experiencia, un profesor sabe que la calificacion
de un estudiante en su examen final es una variable aleatoria X con esperanza 75. a)
Obtenga una cota superior para la probabilidad de que la calificacion de un estudiante
exceda 85. Suponga ademds que el profesor sabe que la varianza de X es igual a
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25. b) sQué se puede decir acerca de la probabilidad de que un estudiante obtenga
una calificacion entre 65 y 857 ¢) sCudntos estudiantes tendrian que presentar el
examen de tal manera que, con una probabilidad de por lo menos 0.9, el promedio de
calificaciones distard de 75 en menos que 5%

Solucién

a. P[X >8] < P[|X]|>85 < g E[|X]] =2 =1 =0.88235
b. Por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

P65 <X <85 =P[X 75/ <10]>1— 2 =3

c. Sea n el numero buscado. Por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

Asi que, n > 10.

EJERCICIO 9.58. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
trosn =30 yp = 3. a) Encuentre el valor ezacto de P[12 < X < 18]. b) Utilice la
desigualdad de Chebyshev para estimar P[12 < X < 18|.

Solucién

a. P12<X <18 =3°, (%) (3)" =0.79951

b. Por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:
P12< X <18 =P[|X —15[ <3| >1—- % = ¢ =0.16667

EJERCICIO 9.59. a) Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar el mds
pequeno valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una moneda, la proba-
bilidad de que el porcentaje de las veces en que se obtiene sol esté comprendido entre
49% y 51% sea mayor o igual a 0.95. b) Resuelva el mismo problema utilizando la
desigualdad de Chebysheuv.

Solucién

Sea X el nimero de soles que se obtienen al lanzar n veces la moneda. X tiene
entonces distribuciéon binomial con pardametros ny p = %

Por otra parte, se quiere P [0.49 < % < 0.51] > 0.95; es decir:
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P[0.49n < X <0.51n] > 0.95

En otras palabras, se busca n tal que:

P[|X - %] <0.01n] > 0.95

a. Por el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

X:l% < 002\/5 ~ \/%IOQOQ\/E e—xQ/de

2

P[|X —%| <0.0ln] = P |—0.02y/n <

De las tablas de la distribucién normal esténdar, se tiene:

2 [y e 2dr = 0.95

Asi que, para que n satisfaga la relacion deseada, se debe tener .02\/n > 1.96; es
decir:

n > (98)% = 9,604

b. Por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

n 1 _ 1
P HX - 5‘ <0.01n] > 1 - gtz = 1 = Gooom
Asi que, para que n satisfaga la relacién deseada, se debe tener 1 — m > 0.95; es
decir:

1 _

EJERCICIO 9.60. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad dada
por:

fx(z) =

—Ayz—1 .
ﬁ S1 T € N
0 en otro caso

donde A es una constante positiva. Encuentre la funcion generadora de probabilidades,
Dy (t) = E [t¥], de X.

Solucién

00 .T,e—)\ r—1 _ 0o x—1 _ 00 T
CI)X(t) =FE [tx] = Zm:l ﬁ =te A Zm:l (();ct)fl)' = te A Zr:O ()\;')

— tef)\e/\t — te)\(tfl)
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EJERCICIO 9.61. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad dada
por:

size{l,...,N}
six=N+1
en otro caso

fx(z) =

O N
e} |>—|ng

en donde N es un entero positivo. Encuentre la funcion generadora de probabilidades
de X.

Solucién

Oy(t) = E[tX] =N ok ¥ L =S ()T o

¢ N1
2 NIT VL NNy N 2
1-I P 2N (2—t)

EJERCICIO 9.62. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en {0,1,... N}.
Encuentre la funcion generadora de probabilidades de X y wutilicela para calcular su
esperanza.

Solucién

Para t # 1, se tiene:

Ox()=E[tX] =+ 3N o=

N =1

1t sit#1
sit=1

1 1= (N+1)tN 4NN+
Py(t) = & (1-t)2

Asi que:
E[X] = lm;., & (t) = XL

EJERCICIO 9.63. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

2N sixe{3,4,..}

ey = {

en otro caso
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Encuentre la funcion generadora de probabilidades de X 1y utilicela para calcular su
esperanza.

Solucién

— X1 — g(N+2)2 500 (N Tz _ 9(N+2)?2 N3 1 23
q)X(t)_E[t ]_2 N3 D o3 (N_-i-Q) =205 (N+2)3t31_NLt_ 3

_ 2 3
Py (t) = 6N+2—Nt + 2(N+2—Nt)2N

(1) =3+1iN

EJERCICIO 9.64. Sea X wuna variable aleatoria distribuida binomialmente con pard-
metros n y p. Utilice la funcion generadora de probabilidades de X para calcular su
esperanza y Ssu varianza.

Solucién

y(t) = E[tX] = 30 t"P[X = k] = X, " ()r" (1 —p)» "

=20 (W) (L =p)F = (tp+1-p)

O (t) = np(tp +1 —p)"~!

Oy (t) =n(n—1)p*(tp+1—p)"~>

Asi que:

B[X] = @y (1) = np

E[XY=3%(1)+ E[X]=n(n—1)p*>+np

Var(X) = E[X? = [E(X)]* = n(n — 1)p? + np — n?p* = np — np* = np(1 — p)
EJjercicio 9.65. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes cuyas fun-

ciones generadoras de probabilidades estin dadas por ®x(t) = ' y dy(t) =
2 (83 4 2t + 1), respectivamente. Encuentre E [XY (X + 1)].

Solucién

D'y (t) = 2te" !

O (t) = (442 + 2)et"



9. ESPERANZAS 169
Y (t) = 7 (3t2 + 4t)
Asi que:
E[X]=2k(1)=2
E[X?] =& (1) + d%(1) =8
E[Y]=®y(1) =]

Como X y Y son independientes:

EXY(X+1)]=EX|EY]+EX|E[Y] =%

2

EJERCICIO 9.66. Sean X yY wariables aleatorias independientes cuyas funciones ge-
neradoras de probabilidades estdn dadas por ®x(t) = M# yPx(t) = %
respectivamente. Encuentre E[XY?(2X + 3)].

)

Solucién

3 2
(I)/X(t) _ 8t +gt +3

q)’)/((t) _ 24t28+6t

<I>§/ (t) 12t24g4t+3

(I)g//(t) — 24g+4

Asi que:

E[X] =@ (1) = {
E[Y] = (1) =

E[X?=0%(1)+E[X] =1

EY?]=oy(l)+ E[Y] = §

E[XY?(2X +3)] = 2E X2 E[Y?] + 3E[X] E[Y?] = 305 — 84.861

EJERCICIO 9.67. Sean X y Y dos wariables aleatorias independientes cuyas fun-

ciones generadoras de probabilidades estan dadas por ®x (t) = 3HAEL 4 (1) =

10
31942 . ., .
4t+++3t, respectivamente. Encuentre la funcion de densidad de X +Y .
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Solucion

_ [ 3tA4345t241 43421243t
(I)X+Y(t) - ( 10 9

= o5 (1267 + 10¢° + 31¢° + 13t 4 1983 + 2t + 3¢)

Asi que:

fxav (1) = %; fxiv(2) = %3 fxiv(3) = %Q fxiv(4) = %3 fxav(B) = %; fxiv(6) =
10, _ 12
50 fxv(7) = 5

fX+Y(Z) = 0 para z gé {17 2,3,4,5,6, 7}
EJERCICIO 9.68. Demuestre los siguientes resultados:

a) St X yY son variables aleatorias independientes, ambas con distribucion bino-
mial de pardmetros ni,p y no,p respectivamente, entonces X + Y tiene distribucion
binomial con pardmetros nq + na, p.

b) Si X yY son variables aleatorias independientes, ambas con distribucion Poisson
de pardametros Ay y Ao respectivamente, entonces X + Y tiene distribucion Poisson
con parametro \i + .

Solucién

a. Si X tiene distribucién binomial con pardametros n y p, entonces:

Ox(t) = E[tX] =30 o t*()p"(1—p)" " = X0y (1) ()" (1 —p)" " = (pt+1—p)"
Por lo tanto:

Pxiy(t) =Px(t)Py(t) = (pt+1—p)(pt+1—p)" = (pt +1—p)mim

Asi que X + Y tiene distribucién binomial con pardametros n; + no, p.

b. Si X tiene distribucién Poisson con pardmetro \, entonces:

Oy(t)=E [tX] =t e A _ o=A S, QDT =AMt _ A1)

z! z!

Por lo tanto:
By (1) = Dx(t)By(t) = MDA — i

Asi que X +Y tiene distribucién Poisson con pardmetro \; + \.
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EJERCICIO 9.69. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

e’ st <0
e stx>0

D[ | =

fx(z) _{

Encuentre la funcion generadora de momentos de X, especificando la region en la
cual estd bien definida.

Solucién
My(t) = Ele”X] = [°_levetrde + [ Le~wetrda
0 x —(1-t)x
=5 [ e da + 5 [ e e = 5l + 5ty

para —1 <t < 1.

EJERrcic1O 9.70. Demuestre que si X y Y son variables aleatorias independientes,
ambas con distribucion normal de pardmetros jiy, 03 1 iy, 03 Tespectivamente, entonces
X +Y tiene distribucion normal con pardmetros jiy + piy, 03 + 0.

Solucion
My gy (t) = Mx (t)My(t) = exp {t + 505t* } exp { ot + 305t°}
= exp { (1 + o)t + 5(07 + 03)8*}

Asi que X + Y tiene distribucién normal con pardmetros i, + fo, 03 + 0.

EJjercicio 9.71. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre la funcion generadora de mo-
mentos de a) U =X +Y yb) V=X -Y.

Solucién

el —1) sit#£0
Mx<t>=My(t)=fJe””dw={ e e

11 _ o=t Lo—t(et _ i
My(t)ZE[e‘tY]:fole‘t“da::{ i(l ) :iiig :{ fe S ziig

a. My(t) = Mx(t)My(t) = { f@t - : i ig
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b. Mv(t) = MX(t)M,Y(t) _ { %et(@t — 1)2 :i i ig

Obsérvese que la funcién generadora de una variable aleatoria idénticamente —1 estd
data por M(t) = e~*, de manera que la funcién generadora de —Y es la misma que
la de Y — 1, lo cual se explica por el hecho de que —Y y 1 — Y tienen la misma
distribucién.

También la funcién generadora de X — Y es igual a la de X +Y — 1, por la misma
razon.

EJERCICIO 9.72. Utilice la funcion generadora de momentos para encontrar la espe-
ranza y la varianza de X en cada uno de los casos siguientes:

a) X tiene distribucion exponencial con parametro .
b) X tiene distribucion gama con pardmetros o y \.

c) X tiene distribucion normal con pardmetros j y o>.

Solucién

a. Mx(t) = 32 parat < A, asf que:

M (t) = 529

Msl((t) - ()\2,);)3
Por lo tanto:
E[X] = M%(0) = §

E[X?) = ME(0) =

Var(X) = E[X*] - (B[X])* = % - % = &

b. Mx(t) = (i)a, para t < \, asi que:

A—t
M) =5 (%)™
M&(t) _ a(ijl) (ﬁ)a—iﬂ

Por lo tanto:
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E[X] = Mx(0) =

o2
A

BX") = M (0) = 42

Var(X) = ELX? - (B[X]) = =52 — (3)" = &
c. Mx(t) =exp { ut + %02252} para cualquier niimero real ¢, asi que:

M (t) = (p+ ot) exp {ut + 2o%t?}

MY (t) = (p+ o2t) 2 exp {put + 1o%t?} + o exp {ut + 20°t?}

Por lo tanto:

E[X] = M (0) = p

E[X?] = M}(0) = 2 + 02

Var(X) = EIX?] = (B [X])" = y* + 0> — i* = 0

EJErcICIO 9.73. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes cuyas fun-

ciones generadoras de momentos estan dadas por Mx(t) = (1 —t) e y My(t) =
(€% + 2¢* + 1), respectivamente. Encuentre E [ X?Y (X —Y?)].

Solucién

My () = igee™ + qme™

My (t) = (13)56% + (1121‘/)46% + t)362

M(#) = (16(1)66 +5 72)5€2t n (133)462t + 52 t)362

M) = a2y + g + oo T gt T mg e
My (t) = 3e3 + ¢

M) = Je% + 200

M)/;/(t) — 27 3t + 4€2t
Asi que:
E[X?3 = M%(0) = 176
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4

Bl
B|
BIY9) = My(0) = %
B|

XY (X -Y)]=E[XYE[Y]-E[X}E[Y® = (1240) (1) — (176) (£) = 278



